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Многие важные прикладные проблемы приводят к так назы­
ваемым обратным краевым задачам для дифференциальных урав­
нений (обыкновенных или в частных производных). В классичес­
ких прямых задачах уравнение предполагается заданным и требу­
ется определить решение этого уравнения, удовлетворяющее опре­
делённым дополнительным условиям (начальным и граничным), 
или какие-либо свойства решений. А под обратной задачей для 
дифференциальных уравнений понимается задача восстановления 
коэффициентов уравнения по некоторым характеристикам его ре­
шений. Такие задачи встречаются, например, при изучении про­
цессов в среде, когда некоторые из физических характеристик не­
известны и при наличии дополнительных информаций требуется 
определить эти неизвестные параметры.

Данная монография посвящена изучению вопросов сущест­
вования и единственности классического решения некоторых од­
номерных обратных краевых задач в конечной и бесконечной об­
ластях для полулинейных гиперболических уравнений второго по­
рядка.

Книга предназначена для математиков, механиков и физи­
ков. В ней найдут много полезного для себя студенты старших 
курсов математических факультетов, а также аспиранты и научные 
сотрудники, занимающиеся изучением краевых задач для нелиней­
ных дифференциальных уравнений.
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ВВЕДЕНИЕ

Многие важные прикладные проблемы приводят к так 

называемым обратным задачам для дифференциальных урав­

нений (обыкновенных или в частных производных) В клас­

сических прямых задачах уравнение предполагается задан­

ным и требуется определить решение этого уравнения, удов­

летворяющее определённым дополнительным условиям (на­

чальным и граничным), или какие-либо свойства решений. А  

под обратной задачей для дифференциальных уравнений по­

нимается задача восстановления коэффициентов уравнения 

по некоторым характеристикам его решений. Такие задачи 

встречаются, например, при изучении процессов в среде, ко­

гда некоторые из физических характеристик неизвестны и 

при наличии дополнительных информаций требуется опреде­

лить эти неизвестные параметры.

Настоящая книга посвящена исследованию вопросов 

существования и единственности классического решения од­

номерных обратных краевых задач в конечной и бесконечной 

областях для полулинейных гиперболических уравнений 

второго порядка. А  именно, исследованы следующие три за­

дачи:
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ии( 1, х ) - и хх( 1, х )  =  а(1)Ъ(х)и(1, х ) +  Р ( ( ,  х, и{1, х ) ,  и, ( ( ,  х ),

их(1,х),а(1)) (0 < I < Т, 0 < х < 1), (0.1) 

и(0,х) = <р(х) (0 < х < 1 ) ,  и,(0,х) =  1//(х) (0 < х < 1 ),  (0.2)

м(/,0) = м(М) = 0 (0 < ( < Т ) ,  (0.3)

их0 ,0) = я(О  (0 < ^ < Г ),  (0.4)

где 0 < Т  <+<х>, Ь (х ), Р(1,х,и,у,м>,а), <р(х), у/(х), % (() - за­

данные функции, а м(^,х) и 0 ( 0  - искомые функции; 

и„ (1,х) -  ихх( ( ,х )  = а(х)и, (7,х) + Р((,х,и(1,х),и, ( С,х),

и,(Г,х)), (0 < / < Г ,х > 0 ) ,  (0.5)

м(0,х) = <р(х) (лг > 0), г/, (0,л:) = ^ (х ) (х > 0 ),  (0.6)

их(1,0) = / (0  (0 < / < Г ),  (0.7)

_и(Г,0) = *(/ ) (0 < Г < Г ), (0.8)

где 0 < Г  < + о о , Р, <р, (//,/,§  - заданные функции, а м(г\х) 

и а (х ) - искомые функции; 

м„ (I, х ) -  ( I , л:) = а(/) • и, (/, х) + Р(1, х, и(1, х), и, (I, х),

их{1,х),а{1)) (0<1 < Т, х > 0), (0.9)

и(0,х)~<р(х) (х > 0 ),  и,(0,х) = Ц/(х) (х > 0 ),  (0.10)

их((,0) = / (0  (0 < / < Г), (0.11)

1«(М>) = * (0  (0<Г < Г ),  (0.12)

где 0 < Г  < + о о , р, ср, у/, / , % - заданные функции, а и{1,х) 

и а{1) - искомые функции.



Как известно, исследованию прямых краевых задач (т.е. 

смешанных задач) для линейных и нелинейных гиперболи­

ческих уравнений посвящено много работ, например, работы 

Л.Лихтенштейна, М.Р.Сиддиги, Ю.Шаудера, М.Кржижанс- 

кого, С. Н. Бернштейна, 3.И.Халилова, О.А.Ладыженской, 

В.А.Ильина, И.А.Шишмарёва, У.Барбути, Г.И.Чандирова, 

А.И.Гусейнова, К.И.Худавердиева, С.Мизохата, М.Ямагути, 

Ж.-Л.Лионса, В.А.Штраусса, В.Н.Гольдберга, Ю.И.Неймар- 

ка, Ю.Сазера, И.Курцвейля, В.А.Погореленко, П.Е.Соболевс­

кого, М.Валка, С.Я.Якубова, В.К.Калантарова, Я.Р.Бахшалие- 

ва и других. А  теория обратных краевых задач является срав­

нительно молодой отраслью математики.

Теперь перечислим некоторые из тех работ, которые 

непосредственно связаны с темой данной книги.

В 1969 году в монографии [21] Лаврентьева М.М., Ва­

сильева В.Г. и Романова В.Г. исследован ряд постановок 

многомерных обратных краевых задач. Обратные краевые 

задачи, для которых в этой монографии доказаны теоремы 

единственности, являются линейными; решение этих задач 

сводится к решению линейных операторных уравнений пер­

вого рода. В этой монографии наряду с другими задачами, 

рассмотрен ряд постановок обратных краевых задач для те­

леграфного уравнения, уравнения теплопроводности и одно­

го уравнения эллиптического типа; с помощью аппарата Фу-
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рье-Лапласа установлены теоремы единственности решения 

соответствующих задач и получен алгоритм построения ре­

шения.

В 1969 году в работе [30] Романова В.Г. рассмотрен 

случай задачи (0.5)-(0.8), когда (р=ц/ = /  = 0,Р'(1,х,и,и1,их)  =

= }\(а(х ) ) -и + к2(1,х), и при достаточно малых значениях Т  

доказана теорема существования решения.

В 1970 году в книге [24] Латтеса Р. и Лионса Ж.-Л. рас­

смотрен важный класс обратных краевых задач для диффе­

ренциальных операторов, т.е. задачи, в которых неизвестны­

ми являются коэффициенты начальных, либо краевых усло­

вий.

В 1970 году в работе [16] Саппоп .Т.К.., Оиппт§ег О.К., 

рассмотрена задача нахождения функций и (1 ,х )е С 2 (1>0, 

0 < х < 1 )п С (г > 0 ,0 < х < 1 ) и / (х ) е С (0 < х < 1 ),  удовлетво­

ряющих условиям:

и„ (Г, х )  -  ихх (1,х) = / ( х )  (/ >  0, 0 < х  <  1 ),

и(1,0) = <р{х) (0 < х < 1), и, (0,х) = ц/(х) (0 < х < 1), 

их(1,°) = ^ 3(0  (/ > 0 ),
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где <р(х),у/(х) ,//,(/) (г = 1,3) - заданные функции. С помощью 

метода линейного программирования построен алгоритм 

численного решения этой задачи. Кроме того, найден ряд 

формул для оценки погрешностей.

В 1971 году работа [4] Благовещенского А.С. была по­

священа нахождению неизвестного коэффициента в задаче о 

колебаниях неоднородной струны. Эта задача ранее была 

решена М.Г.Крейном с помощью сведения её к одномерной 

стационарной задаче. А  автор дал прямое элементарное 

решение её. Задача М.Г.Крейна решена в этой работе с по­

мощью интегральных уравнений, аналогичных уравнению 

Вольтерра.

В 1971 году в работе [18] Кулиева М.А. рассмотрена 

задача:

ип(( ,х )  - и хх{( ,х )  = / (1,х,и(1,х),а(1)) (0 < I < Т, 0 < х < 1),

ы(0,х) = ср(х) (0 < х < 1), и, (0 ,х) = у/(х) (0 < х < 1),

и(1,0) = «0,1) = 0 (0 < ( < Т )  ,

и( {>х0) -  а{1)к{1) + Р{1) (0 <1  < Т )  , 

где х0 е (0,1) - фиксированная точка; 0 < Т < +оо; / , ср, ц/, И, Р

- заданные функции, а и(1,х) и а{1) - искомые функции. В 

работе найдены достаточные условия существования единст-
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венног о классического решения этой задачи, непрерывно за­

висящего (в определённом смысле) от ср, у/ и И,

В 1972 году в работе [9] \УезЮп У.Н. с помощью интег­

ральных уравнений, являющихся обобщением метода реше­

ния обратных задач теории рассеяния на нестационарный 

случай, решается обратная задача определения коэффициен­

тов В(х )  и С (х ) в уравнении

ихх ~ ии + ̂ ( Х)их + В(х)и ' + С (х)и  = О 

по заданным значениям коэффициентов отражения и прохож­

дения падающей волны и \ (х -1 )  и коэффициента ослабле­

ния 0(1 ) ,  связанного с коэффициентом В(х) соотношением

П  \
0(1) = ехр

\о

Предполагается, что ..4(х), В (х ) , их производные и функция 

С (х ) непрерывны на [0,/] и равны нулю вне [0,/] и 5 (х )< 0 .

В 1973 году в работе [3] Бидайбекова Е.Ы. рассмотрена 

задача:

и„ 0 \ х ) -  ихх (I, x) = ̂ (и( ,̂ х ) )  +  /((,х )  (/ >  0, -  оо <  х  <  +оо), 

м (0 ,х ) =  0 ( - о о < х < + о о ) ,  м ,(0 ,х ) =  0 ( - о о < х < + о о ) ,  

и(1,0) = <р(() (/> 0).
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Требуется найти аналитическую в окрестности точки и -  О 

функцию д (и ) . Получен алгоритм определения д(и ) в пред­

положении, что <р"(0) Ф О.

В 1973 году в работе [12] Елубаева С.В. рассмотрена 

одна обратная краевая задача для гиперболического уравне­

ния второго порядка. Доказана теорема об однозначности 

восстановления двумерной искомой вектор-функции в шаре 

пространства Банаха С при задании определённых краевых 

условий на характеристиках этого уравнения.

В 1973 году в кандидатской диссертации [19] Кулиева 

М.А., наряду с другими задачами, рассмотрен частный слу­

чай задачи (0.1)-(0.4), когда Р(1,х,и,ип их,а) = / ( I , х ) и изу­

чены вопросы существования (в малом), единственности и 

непрерывной зависимости (в определённом смысле) от дан­

ных Ь(х), §(1), <р(х),1//(х) и / (1,х) классического решения.

В 1974 году в работе [53] Яхно В.Г. ищется функция, 

входящая нелинейно в квазилинейное уравнение второго по­

рядка гиперболического типа и зависящая только от одной из 

пространственных переменных; при этом задано решение 

смешанной задачи для рассматриваемого уравнения в одной 

из точек полупространства (как функция времени). Найдены 

достаточные условия существования и единственности ре­

шения изучаемой задачи.
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В 1976 году в работе [10] Глушковой Е.С. исследована 

одна обратная краевая задача для квазилинейного уравнения 

гиперболического типа. Искомая функция зависит от трёх 

пространственных переменных и от решения этого уравне­

ния. Выделен некоторый класс функций, в котором постав­

ленная задача имеет единственное решение.

В 1976 году в работе [1] Аниконова Ю.Е. найдены дос­

таточные условия единственности решения обратной задачи 

для квазилинейного гиперболического уравнения с двумя 

пространственными переменными.

В работах [5-8] Велиева А.А. доказаны: теорема сущест­

вования, теорема единственности и теорема существования и 

единственности классического решения задач (0.1)-(0.4) и 

(0.5)-(0.8).

В 1977 году в работе [11] Глушковой Е.С. изучена зада­

ча определения коэффициентов а (и ),Ь (и )  и / ( и ) , входящих 

в уравнение гиперболического типа

и„ = а(и)ихх + Ь(и)и, + / (и).

При этом заданы значения решений трёх задач Коши для это­

го уравнения в фиксированной точке числовой прямой. Вы­

делен некоторый класс вектор-функций ( а,Ь,/ ) ,  в котором 

поставленная задача имеет единственное решение.
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В 1978 году в работе [15] Кабанихина С.И. изучена за­

дача определения пары (и (1 ,х ,у ),р (х ,у )) функций и (( ,х ,у )  и 

р (х ,у ) , удовлетворяющих условиям:

и„(I* х ,у ) = Аи(1,х, у ) + р(х , у)и(1, х ,у )  ((г, х, у) е К+ х К2),

- «(О ,х ,у ) = ср{х,у) ( (х ,у) е К2), и( (0 ,х ,^ ) = 0 ((х ,у ) е К 2),  

и((,0,у) = 8(Г,у) (1 е К +, у е К ) ,

где Д - лапласиан в К 2, = [0,+со), К = (-оо,+оо). Эта задача

классически некорректна, ибо нет непрерывной зависимости 

(и ,р )  от (ср, § ) ;  § не может быть задана произвольно. В 

работе найдены достаточные условия корректности по 

А.Н.Тихонову.

В 1978 году в работе [31] Романова В.Г. предложен но­

вый метод исследования обратных задач для гиперболиче­

ских уравнений, основанный на использовании энергетичес­

ких неравенств. Он применяется к проблеме отыскания ли­

нейного дифференциального оператора второго порядка с 

коэффициентами, зависящими только от пространственных 

переменных.

В 1980 году в работе [54] Яхно В.Г. рассмотрена одно­

мерная обратная задача для линейного гиперболического 

уравнения второго порядка. С физической точки зрения, эта 

задача требует определить скорость распространения возму­
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щения в неоднородной изотропной среде по известному ре­

жиму колебаний одной из точек границы этой среды. Коле­

бания созданы мгновенным источником, размещённым на 

участке границы. Описан и обоснован метод построения ре­

шения изучаемой задачи.

Наконец, в 2006 году в докторской диссертации [20] 

Кулиева М.А. изучены вопросы существования и единствен­

ности классического решения многомерных обратных крае­

вых задач для линейных гиперболических, параболических, 

интегро-дифференциальных уравнений гиперболического 

типа и систем параболических уравнений.

А  теперь перейдём к краткому описанию содержания 

данной книги, которая состоит из введения и грех глав.

Глава I, посвящённая исследованию задачи (0.1)-(0.4),
' IV '

состоит из четырёх параграфов.

В § 1.1 решение задачи (0.1)-(0.4) сводится к решению 

системы двух нелинейных интегро-дифференциальных урав­

нений второго рода типа Вольтерра и вводятся некоторые ба­

наховы пространства.

В § 1.2 с помощью принципа сжатых отображений до­

казана теорема существования в малом классического реше­

ния задачи (0.1 )-(0.4).
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В § 1.3 с помощью специального подхода доказана тео­

рема о единственности классического решения задачи (0.1)- 

(0.4).

В последнем § 1.4 главы I, пользуясь результатами 

§1.2, методом априорных оценок доказана теорема существо­

вания в целом классического решения задачи (0.1)-(0.4).

Глава II посвящена исследованию задачи (0.5)-(0.8). В 

этой главе с помощью принципа сжатых отображений дока­

зана теорема существования в малом классического решения 

задачи (0.5)-(0,8).

Глава III, посвящённая исследованию задачи (0.9)- 

(0.12), состоит из трёх параграфов.

В § 3.1 с помощью принципа сжатых отображений до­

казаны две теоремы существования в малом классического 

решения задачи (0.9)-(0.12).

В § 3.2 с помощью специального подхода доказана тео­

рема о единственности классического решения задачи (0.9)- 

(0 .12).

В последнем § 3.3 главы III доказаны пять теорем об 

априорной ограниченности в различных метриках первой 

компоненты и(1,х) классических решений {и(1,х),а(()} зада­

чи (0.9)-(0.12); кроме того, доказаны две теоремы об априор­
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ной ограниченности в С [0,Г] второй компоненты а(1) клас­

сических решений {и(1,х),а(()} задачи (0.9)-(0.12).

Основные результаты данной книги опубликованы в 

работах [5-8] А.А.Велиева.



ГЛАВА I

ИССЛЕДОВАНИЕ КЛАССИ ЧЕСКОГО  РЕШ ЕНИЯ  

ОДНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ ОБРАТНОЙ ОДНОМЕРНОЙ  

КРАЕВОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ ОДНОГО К ЛАССА  П О ЛУ­

ЛИНЕЙНЫ Х ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ  

ВТОРОГО ПОРЯДКА  

Данная глава посвящена исследованию одной обратной 

краевой задачи для одного класса полулинейных гиперболи­

ческих уравнений второго порядка с добавочным граничным 

условием, не нужным в случае, когда искомый коэффициент 

рассматриваемого уравнения известен. А  именно, в данной 

главе исследована следующая задача:

иа (Г,х) -  ихх(1,х) = а(1)Ь(х)и(1,х) + Р{1,х,и(1,х),

и,(1,х),их(1,х),а(1)) (0 < (  < Т,0 < х < 1), (1.1)

• и(0,;с) = <р(х) (0 < х < 1), и, (0,х) = Ц/{х) (0 < х < 1), (1.2)

м(/,0) = м (М ) = 0 (О < / < Г ),  (1.3)

иЛ 1Я ) = 8 (0  (0 < 1 < Т ) ,  (1.4)

где О < Т < +оо, Ь(х ) , Г  (г, х, и, V, а ) , <р(х) , ц/(х), % (() - за­

данные функции, а и(1,х) и а(( )  - искомые функции.

В этой главе с помощью метода Фурье и принципа сжа­

тых отображений доказана теорема существования в малом

Г о у  т.) - !



(т.е. справедливая при достаточно малых значениях Т ) клас­

сического решения задачи (1.1)-(1.4); с помощью специаль­

ного подхода доказана теорема единственности в целом (т.е. 

для произвольно фиксированных конечных значений Т ) 

классического решения задачи (1.1)-(1.4), а с помощью уже 

доказанной теоремы существования в малом и метода апри­

орных оценок доказана теорема существования в целом для 

классического решения задачи (1.1)-(1.4), причём под клас­

сическим решением задачи (1.1)-(1.4) понимаем следующее 

Определение. Пару {и (( ,х ),а (( ) }  функций и ((,х ) и а(1) 

назовём классическим решением задачи (1.1)-(1.4), если:

а) функция и(1, х) дважды непрерывно дифференцируема 

в замкнутой области С1 Г = {(/, х ) : 0 < I < Т, 0 < х < 1} ;

б) функция а{1) непрерывна на [0,7"];

в) функции и(1,х) и а{1) удовлетворяют всем условиям 

(1.1)-(1.4) в обычном смысле.

§1.1. Вспомогательные факты

Легко убедиться, что после применения формальной 

схемы метода Фурье нахождение первой компоненты и(1,х) 

любого классического решения {и(1,х),а{1)} задачи (1.1)-(1.4) 

сводится к решению следующего нелинейного интегро- 

дифференциального уравнения типа Вольтерра:
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и/
и((,х ) = Та(Рк ■ СОЗ кп ( ■ 31П кл X + ^  —— ■ 51П кл I • 51П кл X +

к= 1 к=\ к Л

2 ' 1
+ Х т ~  { | М ГЖ 4 > ( ^ )  + Г (т ,% ,и (т^ ),и г (т,4),

к=1 к Л  0 0

(г, ̂ ), а (г ) ) }  • зш А:я"0 -  г ) • з т  кл^ЗЫт • з т  кл х , (1.5)

где

I 1
<рк =2  ̂ (р(х)&\пклхс1х, ц/к =2  ̂ ц/(х)%тклхсЬс(к = 1,2,...).

о о

Далее, пользуясь уравнением (1.5), из условия (1.4) для 

определения второй компоненты а ( ( ) любого классического 

решения {и(1,х),а(()} задачи (1.1 )-(1 .4) получаем следующее

нелинейное интегральное уравнение:

Г 00 оэ
а(()  = И(Г) ■ < ^ ( к л ) 3 -<рк ■ соз кл I + ̂ ( к л ) 2 -ц/к -з ткл1 + 

и=1 к=\

+ § " ( ( )  -  Са (! )  + X  2(к л )2 • |\[а(т)Ъ(%)и(г,%) +
*=' о о

+ Р(т,%,и(т,%),ит(т^),и^(т,%),а(т))]х 

х 51п кл({ — г ) • зш кл<̂ с1̂ (1т >, (1.6)

где
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А
с а (0  я — РЦ, X, и(1,х), и, ( I ,  х), их (/, х), а(0)|х=0

= ^  (Г,0,0,0, # (0 , а (0 ) + О ДО,0 ,§((), я (0 ) • § (0  +

+ /?(л0,0 ,0 ,*(О ,а(/ ))-*'(О , (1.7)

А(0 = ----- ------ , (1.8)
а д - ^ 0

причём Ри и Ру - обозначения соответствующих частных 

производных функции Р(1,х, и, V, и», я ) .

Теперь, с целью исследования задачи (1.1)-(1.4), введём 

следующие банаховы пространства:

1.1.1. Обозначим через В\ (г = 0,1,2,...) совокупность
00

всех функций вида и(1,х) = '^ и к(1 )$ т к л х , рассматриваемых
к=\

в области $ г , где каждая из функций ик (I )  непрерывна на 

[О,Г] и

к=]
и I  =  { X I  к ‘ ■т а х  к  (0 | I г < +со •о <1<Т '2

1.1.2. Обозначим через В\- (/ = 1,2,3,...) совокупность
00

всех функций вида и(1,х) = У ]и к( { )5 т к л х , рассматриваемых
к=1

в области 3)Т, где каждая из функций «*.(/) непрерывно 

дифференцируема на [О, Г ] и
1

2] 2
< +00 .
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1.1.3. Обозначим через Ет топологическое произведе­

ние 5 74,3хС [0,7"] с нормой:

Очевидно [47], что все эти пространства В'т , В1/  1 и Ег ба­

наховы.

Как видно из определения классического решения 

{и(1,х),а(1)} задачи (1.1)-(1.4), функцию и(1,х) всегда можно 

представить в виде:

Тогда уравнение (1.5) можно заменить следующей эквива­

лентной счётной системой (относительно компонент ик(( )  

функции и(1,х))\

В дальнейшем для функций и ((,х ) = ^ и к(1)5ткл х и

а(1) будем пользоваться следующими (пока формальными, а 

потом обоснованными) обозначениями:

(1.9)

со

ик(0  = <рк ■С05кл1 + —  -втк7г( + — - Г \\а(т)Ъ(%)и(т,%) + 
кл кл

+ Р (т, и(т, %),ит (г, 4), и( (г, ̂ ), а(т)) • зт  к л % х

со



+ к'~1 • шах \и[(г)| V I '  ( У г е [ 0 , Г ] ) ,  (1.12)
шУ ° ^ т )  \

оэ оо

.?(и,а) = ^Г<рк ■ соз кл (  -зт кл х + — • з т  кл(  х
*=] *=1 кл

00 2 1 ^
X 81П кл X + -  Ггг ' • а(т ,^ ) - зт кл^х

к=I кл оо

хзткл(1 -г)с1^с1т - $ т к л х , (1-13)

(оо оо
^ ( к л ) 3 ■ <рк со§кл1 + ^ ( к л ) 21//к -зткл1 +

к=\ 4=1

+ # "(0  - С0 (/) + ] Г  2(кл)2 • | |ф „  0 (г ,^ ) • з т  к л% х
4=1 О О

х з т  кл{1 — т )с1̂ с1т 1, (1-14)

Н(и ,а )  = (иР(и,а), () (и,а)),  (1.15)

где функция Са(1) определена соотношением (1.7), т.е. 

с а (0  -  К  (/,0,0,0, $(/), а(/)) + (г,0,0,0, ̂ (0 , а (0) ■ Я(0 +

+ % 0 ,0 Д * (О ,а (О )- * '(О ,  (1-16)



функция к(1) определена соотношением (1.8) и

(*’ х) = а(1)Ь(х)и(1,х) + Г(1, х,и(1,х),и, (/, х ),их (I ,х),а(1)) .(1.17)

§1.2. Существование классического решения 

в малом

В этом параграфе с помощью принципа сжатых отоб­

ражений доказывается следующая теорема о существовании 

в малом классического решения задачи (1.1)-(1.4).

Теорема 1.1. Пусть выполнены следующие условия:

1. Функция ср{х) три раза непрерывно дифференцируема

на [ОД], <р^\х) е  Ь2 (0,1) и ф )  = <р( 1) = <р\0) = <р\ 1) = 0.

2. Функция ц/(х) дважды непрерывно дифференцируема 

на [0,1], у/'"(х) е (0,1) и у/(0) = у/(Х) = у/"(0) = ц/\\) =  0.

3. Функция Ь(х) трижды непрерывно дифференцируема 

на [0,1], Ь(0) *  0 и Ъ\0) = У(1) = 0.

4. Функция #(/) дважды непрерывно дифференцируема 

на [0,7"] и для любого I е [0 ,Г] § ( ( )  Ф 0.

5. Функция Г([,х,и,у,м-’,а) непрерывна по совокупности 

своих переменных в области (/ т х (-оо,оо)4 вместе с 

производными

дх Р(1,х,и,у, ч>,а)/дха"диа'& а7дыа' ($ = 1,2,3)

и для любых / е [0, Т ] , и а  е (-оо, оо) :
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^(/,0,0,0,8(1), а) = / (̂/,1,0,0, м>, а) = ^ (/ Д 0 Д # (/ ),а ) =

= ^ (/ , 1,0,0,™, о) = д 2Р ( ( ,  ОД 0,#(/), а)/дх*>ди*д)Р =

= д 2Р(1,\,О,О,ща)/дхРиди0'дул = 0. (1.18)

6. При любом фиксированном г (0 < г < +оо) для любых 

1е[0,Т ],  м »€ [-^ 0,^0] и ах,а2 е [ - г , г ] :

(/,0,0,0, V ,а,) -  Рх (/,0,0,0, IV, а2 )| < г • |а, -  а2 |, (1.19) 

|̂ , (/,0,0,0, и;, а,) -  (/,0,0,0, и/, о2 )| < ^ , • |а, -  а21, (1.20)

\Ри(/,0,0,0, м>,ах) -  Ру (/ ,0 ,0 ,0 ,а2)| < д2г • |а, -  а2\, (1.21) 

причём

00, + 01, • 2о + 02, • Я, = А  < 1, (1-22)

где

8. “ ||я(О|( ,0|Г!. «| ■||«'(')||(:|ол- (1-23)

7. Для каждого г (0 < г < +оо) в области %г х [ - г ,  г ]4:

д 'Р (1 ,х ,их,м},м>х,ах) д ' Р{1,х,и2,У2,ч>2,а2) <
дха“диа'дуа>дма- дха"диа'дча'дч>а'

< С г((,х)-\ах - а 2\ (5 = 1,2), (1.24)

д !Р ( ( ,  х, их, V,, м>х, ах) д2 Р{1, х, и2,У2,м>2,а2)
дха°диа'дуа'ду/' дха" диа'д\>а‘дн>а'
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<С Д Г,х )-( |и, -м 2| + К  - уг| + К  ~ аг\ )> С1-25)

где Сг( ( , х ) е Ь 2 (9)т).

8. Для некоторого г0 (0 < г0 < +со):

С о + ^ - ш ах|Л(0|<г0, (1.26)

где

+ 1к"(/)||(.[0 л -|ИО||(.10л, (1-27)

4,л = отах  |/ ;(гД 0Д ^ (О ,а ) + ^ ,(/ Д 0 Д я (О ,й )-я (О  +
-г0&айг„

+ ̂ (/ Д 0 Д я (О ^ )'Я '(О | . (1-28)

Тогда при достаточно малых значениях Т  задача (1.1)-

(1.4) имеет классическое решение.

Д оказательство . Пользуясь определением операторов 

У  (и,а) и ( ){и ,а ) ,  соотношениями (1.18) и произведя интег­

рирование по частям по ^ три раза в правых частях (1.13) и 

(1.14), легко получить, что для любых (и,а) е Ет*)\

СО со у
&(и,а) = • СОЗ кл I ■ 51П кл X + —  • 81П кл I X

*=1 4=1 кл

' Пространство Ет определено в § 1.1 с нормой (1.9).
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хзт к л ( (  -г)^ с1 т  -з 'т клх,  (1-29)

Г 00 00
( ) (и ,а )  = И(1) ■ < ^ ( к л ) 3 ■<рк -созк л ( +  ̂ ( к л ) 2 у/к -&ткл{ +

ч4=1 4=1

+  ё " ( 0  ~ с а (  0  -  Ё  Г " ' /  Ф , , 0 ( Г  , ^ )  • СОЗ Л Л- ̂  X
4-1 ^  О О Ь

х зтЬ г (/  - г ) ^ У г | ,  (1.30)

где функция Ф,;о0 ,х ) определена соотношением (1.17).

Оператор Н(и, а ),  определённый соотношением (1.15),

рассмотрим в шаре ЛГо0|(м, ̂ г)||А. пространства ЕТ.

Для каждого (и,а) & Л 0 обозначим:

оо

./ (ы ,а ) =  I  ик ( 0  5111 к Л X ,
'• ' -■ ' ' ' 4=1

где

2
ик(1) = <Рь ■со$кл1 + —  -8ткл1---------- - х

* * кл (кл)*

' 1 д3
х ГГ— т-Фиа(т,^)-со$кл<^- з\\\кл(1 -т )й^т  . (1.31) 

оод€ ' , г  "



Из (1.30) и (1.31) легко получить, что для любых 

(и ,а )е .Х 0, к (к = 1,2,3,...) и ? е [0 ,Г ]:

6 Ш 1 Ф .1
кл (к л )4

ф и,0(^ ) - с о з  кл%44 с1т

I I
Х| р!П кя((-т)с1т\ <\(рк\ + ' -~  +

2у[т '/К  аз

оЧо5?(к л )4

( г - ш ^ с о ^  -з|(А:4
л  л

с1т

Ж
ф и,Лт'ь )  -созЛ- л  %сН; с1т

К '(0 | <  к л  ■ \(рк\ + |у/*| +
{ к л )

х
'/  1 аз \2

ф » Л т’ь )-соз к л € с/т

х  ̂ |соз2 кл(1 -  т)с!т > < кл • \<рк\ + |̂ *| +
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4т
+ г # ' (,)|+ < + ^

г. ]/  йЗ Л2
,(1.33)

Таким образом, из неравенств (1.32) и (1.33) следует, 

что У (и, а) е .Ж0:

<

\&(и,а)| ,̂з = % (к 4 -тах|и*(0|/ + Е (^ 3 -тах|м 
к=1 к-\

<

+

Г 1/  Я3 \2
+ Г- Л  — з-Фц,а(г,^ ) 

0 0 \ ^
(1-34)

\№иА \ с1ол = ^ 1М |Г[0,П • | ^ у к 4)^ (о.:

!1/.2(0,1)) + к^Исло,П + <  + 7 ^ Х

' К

\2

(1.35)

Аналогично (1.34), для любых (и,, ах), (и2, а2) е Х 0 име­

ем:

|^(|/,,а,) -  А и 2,а2)|Р,3 < ~ { \  + л г ) - Т х  
т п
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э3 . , а3
Т 1 Г

х ^ а т - (1-36)

Далее, пользуясь неравенствами (1.19)-(1.21) и обозна­

чениями (1.22), (1.23), аналогично (1.33) для любых (м ,,а,), 

(и2,а2) е .'/(0 и /б[0,7'] имеем:

10(щ , а,) -  0(и2 ,а2)|< \РХ (/,0,0,0, §((), а, (0 ) -  Рх 0,0,0,0, §((),  а2 (/))(+

+ I Ри (/,0,0,0,8(1), а, (/)) -  Ри (/,0,0,0, #(/), а2 (/))| ■ |#(/)|+

- |̂ у (/,0,0,0,8(1), а, (/)) -  Р9 (/,0,0,0, #(/), а2 (/))| • |#'(/)|+

40 о I5#

+ * 1><ь -тах|я(/)| + ̂ л  ■шах|^'(/)|}|«,(/)-а2(/)| +

4т
н— • тах|/г(/)| •

^ 3  о</<г' 1 о о
, фи„И1( г , ^ ) - - - Ф „ 2̂ ( г ^ ) и ^ г

< /?, ■ тах|а, (/) - а, (/)| + —ргп' о<ит] 1 24 У| ^ шах\к(1) х
о я<т 1

<

тг\[ еу
Ф И1,,(г ,<Г )-— Ф Иг,а2(г,# )
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1С[0,Г>
\0 О

з Ф„,,я, (*■,<;)-

— ^ Ф иг, о М ^ ) \  <*€<*? (1.37)

Таким образом, из неравенств (1.34)-(1.37), пользуясь обо­

значением (1.27), получаем, что для любых (и,а), (и} , а , ) , 

(и2,а2)е  .К0:

||Я(м,а)||Ег =||./(м,а)||й,, +|0(и,а)|пол ^
л/б(1 + л-3)

+
7Г

Г..

+

+

ч/З
+

У V

М С[0,Г1-(|к''(о1.10,п + ^ о)+
ТбС 1 + * 2)

+
Л"

V /  д 3
V

ф*,а(г,<г) Л: й?Г

Со + М (.(ОЛ-^ й
у[ба + 7г2)

л

+ сМ;с1т , (1.38)
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||Я(ы,, ах) -  Н (и 2, а2 )||̂  = || (̂м,, а,) -  3>{и2, а2 )||й, , 

+ |е(м,, а,) -  б (м 2, а2 )||С(0 Г] < /?,о • [а, -  аг ||Г[0>Г, +

+ [О,Г]

с/Г- . (1.39)

Далее, из структуры пространства Вр3 следует, что для 

любых и (( ,х ) ,У ( ( ,х )  е Вр\ х е [  0,1] и Г е [0 ,Г ]: 

д3и((,х )

д1ад х р к=I К

(5 = 1,3; а  — 0,1 /? = 0,3),

д'и(1,х) д 'У ( ( ,х )

д1ад х р д (ад х р

1  ̂дАи(1,х)Л‘

о К ^ а д х р ,

П 2Р ,, ц2

'/я*д и ((,х ) 3 У(/,х)

~д1ад х р~~ д (ад х р

2/!

(1.40)

1 Л-2(4
.  *=1 *

(* = 03; «  = 0,1/? = 0 3 ), (1.41)

<&< —  -ЦиЦ^, (а  = 0,1/? = 3,4), (1.42)

(а  = 0,1/? = 3,4). (1.43)
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Теперь, пользуясь оценками (1.40)-( 1.43) и неравенст­

вами (1.24), (1.25), из (138) и (1.39) получаем, что для любых 

(м ,а),(м ,,а,), (и2,а2) е . Х 0:

* с» + Н')||<10Л • 4, + V? • с„ =
/ гг:--- — N

+И * 1М +И 4 ,™ •

+ 1 И 4  ' ||А«)||(1<,.г| + м и ,  • <  + 7 г  ■ С , , (1.44)

|Н«,„ « , )  -  //(*„ я, 4  < ̂  + 4 т  ■ <*„). (Ца, -  а, +

“ I -  “ 11», )=  (А , + Л  ' * г. )■' (|К"| • °1 ) -  ( " .  . '“1 )||С, )• С1 « )

где Сг > О и ® > 0 - некоторые постоянные, зависящие 

лишь от г0.

Из неравенств (1.44) и (1.45), в силу соотношений (1.22) 

и (1.26), следует, что при достаточно малых значениях Т 

оператор Н  является в шаре сжатым. Следовательно, 

при достаточно малых значениях Т оператор Н  имеет в ша­

ре Л й единственную неподвижную точку {м (/,х),а(/)}, ко­

торая легко проверить, что является классическим решением 

задачи (1.1)-(1.4). Теорема доказана.
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Замечание 1.1. Отметим, что для выполнения условия 8 

теоремы 1.1 (т.е. неравенства (1.26)) достаточно, чтобы для 

любых /е [0,7"], Ш е [ - ^ 0,^ 0] и ае(-оо ,со ) имело место:

\РХ (1,0,0,0. а ) | <  С  • (1 + 1 а |е )  ,

|^(Л0,0,0,м^,а) | <  С  ■ (1 +  |а |Е) ,

|^(/,0,0,0,и',а)|<С-(1 + |а|г ) ,

^  % (0||С[ОЛ,С  > 0 - постоянная и 0 < е < 1; на самом

деле, в этом случае для достаточно больших значений г0 не­

равенство (1.26) очевидным образом выполняется.

Замечание 1.2. Как видно из процесса доказательства 

теоремы 1.1, в условии 6 теоремы 1.1 произвольность числа 

г можно заменить более слабым требованием г = г0, где г0 - 

число, фигурирующее в условии 8 этой же теоремы.

§1.3. Единственность классического решения

В этом параграфе с помощью специального подхода до­

казывается следующая теорема о единственности классиче­

ского решения задачи (1.1)-(1.4).

Теорема 1.2. Пусть

1. Выполнены условия 1-7 теоремы 1.1.

2. Для любых а е ( - 00,00) :
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Рх (0,0,0,0,8(0), а) + Ри (0,0,0,0, 8(0), а) • $ (0 ) +

+ Р у (0,0,0,0, ё (0), а) • 8\0) = о . (1.46)

Тогда задача (1.1)-(1.4) не может иметь в пространстве 

Ет более одного классического решения.

Доказательство. Пусть {и(1,х),а(1)} и {и (1 ,х ),а (()}  - 

два различных классических решения задачи (1.1)-(1.4), при­

надлежащие пространству Ет. Легко видеть, что каждая из 

пар {и(1,х),а(1)} и {и (1 ,х ),а (()}  удовлетворяет системе (1.5),

(1.6). Тогда из систем (1.5) и (1.6), учитывая соотношение 

(1.46), получаем, что:

и(0,х) = и (0 ,х) \/хе[0,1], а(0) ~ а ( 0 ) .

Примем обозначения:

Тх = тах{/ е [0, Г ] : и(т, х) = и(т,х) \/т е [0,/], Х/х 6 [0,1]}, (1.47) 

Т2 = т а х {/ е [0 ,Г ]:а (г ) = а (г ) У г е [0 ,г ] } ,  (1-48)

Т0 = т т {7 ] ,Г 2}  . (1.49)

По предположению о различности классических реше­

ний {и(1,х),а(1)} и {и(1,х),а(1)} имеем:

0 < Т 0 < Т .

Пусть г * некоторое такое число, что

||(и(/,х),а(0)||̂  ^ * ,  ||(«(Л*)»в(0)||̂  ■
Тогда, пользуясь тем, что
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и(1, х ) = й(1,х) Уг е [О, Т0 ] ,  Ух е [0,1], 

а(1) = а(1) Уг<=[0,Г0],

для любых е (0 < е  < Т  - Т 0) ,  совершенно аналогично нера­

венству (1.45), имеем:

| (и ,а )-(«,в )|  =\\Н(и,а)-Н(и,а)\\ <
V* %+с

< ((Зг. + / Г  • 30г. )• ||(»,а) -  (и,а)\\Е , (1.50)
-'7’о+ь-

где число р г, определено соотношением (1.22) (для г = г * ), а 

З4,.. - некоторая постоянная, зависящая лишь от г * .

Из (1.50) видно, что если число е (0<е0< Т - Т 0) вы­

брать так, чтобы удовлетворялось неравенство

Р г* л/̂ о ' &г* ^ 1 ’

то получим:

||(«,а)-(м,а)|| = 0 .
'7О+,;0

Следовательно,

и(1.х) = й(1,х) УГе[0 ,Г0 + е0] ,  Ух е [0,1], 

а(Г) = а(1) У г е [0 ,Г „+ е 0].
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А  это, в силу положительности числа е0, противоречит обоз­

начениям (1.47)-(1.49). Полученное противоречие и доказы­

вает теорему.

Из доказанных теорем 1.1 и 1.2 вытекает следующее 

Следствие. Если выполнены все условия 1-8 теоремы 

1.1 и условие 2 теоремы 1.2, то в пространстве Ет существу­

ет в малом единственное в целом классическое решение за­

дачи (1.1)-(1.4).

§1.4. Существование классического 

решения в целом

В этом параграфе, пользуясь вышедоказанной локаль­

ной теоремой 1.1 и методом априорных оценок, доказывается 

следующая теорема существования в целом для классическо­

го решения задачи (1.1)-(1.4).

Теорема 1.3. Пусть

1. Выполнены условия 1-7 теоремы 1.1.

2. Для любых / е [0,7’] и а е (-оо,оо)

К  (/,0,0,0, §(!),  а) + Ри (/,0,0,0, #(/), а) ■§(() +

+ Ру(/,0,0,0, *(/), а) ■ *'(0| < С, ■ (1 + Н*0)+  С2 ■ |а|

(0 < <50 < 1), (1.51)

где С, > 0 и С2 > 0 - некоторые постоянные, причём



тах\И(1)\-С2 = ^0 < \ , (1-52)

а функция И(() определена соотношением (1.8).

3. Функция

Ф (/, х, и, V, а ) = а • Ь(х ) • и + х,и,у, м>, а)

такая, что \/Я>0 в области = [0 ,7 ’]х [0 ,1 ]х [-^ ,^ ]х  

х (—оо, оо)3;

|ФЛ. (/, х, и, V, ы,а)\< а[( (Г, х ) + Ъ1{ (/) • (у2 + и̂ 2),  (1.53)

|ФВ(I,Х,и,у,ч>,а)\< ак(Г,х) + Ьн( I ) • (|у| + |н>|), (1.54)

|Ф„(/,х,м,у, м>,а) | < с д(0 ,  (1.55)

|ФИ (I, х, и, у, м>,а)\<Ьк(1), (1.56)

где

ак (I, х) е Ь2 ( Щ ) ,  Ьн (/) е Х2 (О, Т ) , ся (Г) е 1(0, Г ) .

4. Ф (1,х,и,и,,их,а ) = / (х ,и )  + И(1,х,и,и,,их, а ) , (1-57)

причём:

а) функция / (х ,и )  непрерывна по совокупности своих 

переменных в области [0,1] х (-оо,оо) и в этой же об­

ласти

и
\ / ( х , ^ ) ^  = ё (х ,и )< а 0(х )  + С0 -и2 - # 0(и ), (1.58)
О

где 0 < а0(х ) е Ц0,1), С0 > 0 - постоянная, а функция
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§(и ) > 0 непрерывна на действительной оси;

б) в области [О, Т ]  х [0,1] х (-оо, оо)4:

И((, х, и, у,ща)-У < а0 ((, х ) + Ь0 (() • {# 0 (ц) + и2 +  V2 +  и̂ 2},(1 .59 ) 

0<а0(1 ,х )е Ц Я г),0< Ь0( I ) е 1 (0,Т ) .

5. Для каждого К > 0  в области [0,7’]х[0,1]х[-/?,7?]3х(-оо,оо): 

\й\(1,х,и,у,ща)\<ак( ( ) ,  (1.60)

\р2Ф(1,х,и,у,м>,а)1 дуасЫ>р | < ак(1) ,  (1-61)

д2Ф № (I, х, и, у, а)/дхаодиа'5у"2 < Ък ( ! )

(0 < а 2 + а ъ < 1 ) , (1-62)

|з3Ф №(/, х ,и, V, м>,а)/8хаг,диа'сН>“2 | < Ьк(I )  ■ (1 + |а|), (1.63)

где ак(1) е Ь2(0 ,Т ), ан(1,х) е Ц 9 )т).

Тогда задача (1.1)-(1.4) имеет классическое решение. 

Доказательство. Сначала отметим, что из условия 2 

данной теоремы следует условие 8 теоремы 1.1, ибо, в силу 

(1.51) и (1.52), при достаточно больших значениях г0 очевид­

ным образом выполняется неравенство (1.26). Следователь­

но, условия 1 и 2 данной теоремы 1.3 содержат в себе все ус­

ловия теоремы 1.1. Поэтому при условиях 1 и 2 теоремы 1.3 

существует классическое решение задачи (1.1)-(1.4), по край­

ней мере, в малом. А  как видно из схемы доказательства ло-
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калькой (т.е. в малом) теоремы 1.1, для доказательства дан­

ной нелокальной (т.е. в целом) теоремы 1.3 достаточно уста­

новить априорную ограниченность в Ет = Вр3 х С [О, Т ] все­

возможных классических решений {и(1,х),а(1)} задачи (1.1)-

(1.4), принадлежащих пространству Ет .

Пусть {и(1,х),а([)} - любое классическое решение зада­

чи (1.1)-(1.4), принадлежащее пространству Ет. Умножив

обе части уравнения (1.1) на функцию 2и,(1,х), интегрируя

полученное равенство по х от 0 до 1, причём произведя ин­

тегрирование по частям один раз во втором слагаемом в ле­

вой части, затем интегрируя полученное равенство по / от О 

до I , пользуясь представлением (1.57), неравенствами 

(1.5 8),(1.5 9) и неравенствами

^и2(1,х)сЬс<2 |<р2(х)а!х; + 2Г ■ Ц м 2(г,х)йЬсй?г \//е[0,7'],
I I

о о о о

получаем, что для любого I е [О, Г ] :

1 1 1
.г/(г)= |и,2(/,х)<& + |м2(/,х )йЬс + 2 |^0(м(/,х))й!г <

о о о

/
< С ‘ + |с (г).^ (г)й ?г, (1.65)

о
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где

1 1  1 1
С* = у̂/2 (х)сЬс + |(<р'(*))2 дх + 2 |а0 (х)с1х -  2 \§(х,(р(х))с1х ч

О 0 0 о

Т 1 1 1 V

+ ,Л а 0(Г,х)й6сй?/ + 4С0 • (х)сЬс + 4 ̂ ср2 (х)сЬс ■ |б0(/)сЛ ,
0 0 О 0 0

г

С (0  = 2Ь0 (0  + 4С0 • Т + 4Г • (г )^  г .
о

Из (1.65), применив неравенство Р.Беллмана, получаем:
/ /
1 I 1
|ы2(/,х)й6с + |и2(Г,х)оЬс + 2|#о(ы(/,х))а!х < С, V/е [О,Г], (1.66)
о о  о

где С, > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и I .

Из неравенства (1.64), в силу априорной оценки (1.66), 

следует априорная оценка:

шах \и(1,х)\<С7. (1-67)ОЖГ.О&х̂ ' 1

Далее, дифференцируя уравнение (1.1) по х один раз, 

умножая обе части полученного равенства на функцию 

2и1Х(1,х) и интехрируя результат по х от 0 до 1, причём

произведя интегрирование по частям один раз во втором сла­

гаемом в левой части, затем интегрируя полученное равенст­

во по I от 0 до I , пользуясь неравенствами

.2
шах|мД/,х)| ]  < 2 и 2(0 +  | («л (Г,х))2А [  У г е [0 ,Г ],

о
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| (Х 0 ,х ))4<& < 2|^2(0  + |(м„ (Г ,х) ) 2й!х| х 

1
X |(мх(г ,х ))2й6с V/ е [О, Г ] , (1.68)

о

/ V  1
тах|н,(/,х)| < Г(м„ (Л х ) ) 2йЬс У / е [0 ,Г ],

\ 05хй1 )  •>
. О

1 1 1
|(м, ((, х ))4 Л  < |(ма (I, х ) )2сЬс- \(и, (/, х ))2с!х \/1 е [О, Т ],(1.69)
О О О

априорной оценкой (1.67) и для К = С 2 неравенствами (1.53)- 

(1.56), легко получить, что для любого I е [О, Г ] :

1 I I
В(1 )=  |м2(/,х)с&+ |и^(/,х)й!х < С 3 + |®(г)5(г)с/г, (1.70)

о ' о о

где С, > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и I , 

0 < Щ ()  € 1(0, Г ).

Из (1.70), применив неравенство Р.Беллмана, получаем 

априорную оценку:

1 1
|м2(*,х>& + |ы^(/,х)й?х < С4 \т7е[0,Г], (1-71)
о о

где С4 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и I .

Из (1.71), в силу неравенств (1.68) и (1.69), следуют ап­

риорные оценки:

43



0<(57',05лг51
шах \и, (I, х)| < С ,, шах |м_(/,х)|<С,. (1-72)#<г7’ ' С\<К'Г ',05x51 1 0<1<Т,0^х<\

где С5 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и I .

Фурье, легко получить, что функции и(1,х) и а(1) удовлет­

воряют уравнениям (1.5) и (1.6). Теперь, интегрируя по час­

тям один раз по ^ в последнем слагаемом в правой части ра­

венства (1.5), пользуясь априорными оценками (1.67), (1.72), 

(1.71) и обозначением (1.12) (для 1 = 2 ), из (1.5) получаем, 

что для любого I 6 [0, Т ] :

где С 6 >  0 ,С 7 >  0 и С 8 >  0 - некоторые постоянные, не зави­

сящие от и , а и I .

Следовательно:

Далее, интегрируя по частям два раза по ^ в последнем 

слагаемом в правой части равенства (1.5), пользуясь априор­

ными оценками (1.67), (1.72), (1.71), (1.73) (при / = 3), обо-

Далее отметим, что после применения^ схемы метода

и I*,., < С 6+ С7 • и]4(г ,^ )Л & т +  Ц и * { (т,<*)с/&  г I < С82,
о о

I 1

(1.73)

значениями (1.11) и (1.12), неравенствами

1 В данном случае законного, а не только формального.
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4 ( Г ,# )< Л Г 4 - | ; ^ - | | м ||2вз = ^ - | | м ||2з < ^ « 1Ь.=

(г е [0 ,Г ],^ е [0 ,1 ]) ,  (1.74)

мг2, (т ,% )< л 2- ^ ~ - \  и, = у  ■ |и, Ц, < у  -1|»

(г б [0 ,Г ],^ б [0 Д ]) ,  (1.75) 

/ ^ ( г , ^ < л-6-1||«||2г1 = ( г е [ 0 , Г ] ) 5 (1.76)
0 2 г 2

1 1 4

/мг « ( * ,» # ) ^ ^ Д 4-т||м1 Ь  = ~ 'Н Г в ”  ( г е [0 ,Г ] ) ,  (1.77)

о

неравенствами (1.54) и (1.56) для К = С2 и неравенствами 

(1.60)-(1.62) д л я  Л = шах{С2,С5} ,  из (1.5) легко получить, что 

для любого / е [0 ,7 ]:

I
||и||̂  < С 9+ /С10(г)-||и||^,й?г, (1.78)

о

где Се, > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и ( ,  

0 < С 1О(О е Ц 0 ,Т ) .

Из (1.78), применив неравенство Р.Беллмана, получаем 

априорную оценку:

И ^ С „ -  '1.791

Из неравенств(1.74)-(1.77), пользуясь априорной оцен­

кой (1.79), получаем следующие априорные оценки:
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гпах \ и ({ ,х )\<С п , т а х  \иа((,х)\ < С12. (1.80)
1<Т, 0&с<1' 1 0й5Г,05х<|' 1

1 1
\и2ххх( ( , х ) ^ < С и , ^и1х(1,х)с!х<Сп \/1е[0,Т], (1.81)

где С5 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и , а и I .

Наконец, интегрируя по частям три раза по ^ в послед­

нем слагаемом в правых частях равенств (1.5) и (1.6), поль­

зуясь априорными оценками (1.67), (1.72), (1.80), (1.81), для 

/ = 4 обозначениями (1.11) и (1.12), неравенствами

(г е [0 ,Г ],^ е [0 ,1 ]),

2 /Г и м2 Я  и ц2
м  к2 II I Ид! 6  II - Н * -  6  II Из* ’ 

(т е [0 ,Г ] ,# е [0 Л ]) ,

| 4 8  ( т , №  5 **  4  • I “  Г.; = т ' I "  &■>(г  е [0’ :П ) ’
0 ^ ^

{ ■ 4 ; ( г , ^  < ж‘ • 1  • IIи, < у - Цк Ц* , , (г  6 [0 ,Г ])
о 1 2 .

и для ./? = т а х {С 2,С5} неравенствами (1.60)-(1.63), из (1.5) и

(1.6) легко получить, что для любого 1 е [0,7"]:

и ||2В(, 3 < С 13 + |С14(г )- ||«||2,з + а2(т)\^т, (1.82)
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И ф с » + с „ - И о 1 б . п + «о -И о1 +

+ • |с„(г) + а (г )  йт > , (1.83)

где С, з >0 ,С ]5 >0 ,С 1б >0  - некоторые постоянные, не зави­

сящие от и, а и ( ,  0 < С14(/ ), 0 < СУ1( ( )  е 1 (0 ,Г ) , а число 

^0 <1 определено соотношением (1.52).

Из (1.83), пользуясь элементарными соотношениями

(  4 \ 2 4 4

= Х а<2 + 2 Е а' ' а; ’ 2«, ' < а] + а] ( / * 3 , у * 3 ) ,
V /=1 / '=1 ',7=1

<<7

2 а3 • а , < гг0 • а32 +
1

• а: I = 1,2,4; 0 < Ед < ■ Я о
2 \

легко получить, что для любого I е [0, Т ] :

а 2( г )5 С „  + С „  •|а(г)|| о̂ л +(«„г +3г0)-а ! (г)

\Ат, (1.84)

где С18 > 0,С19 > 0 - некоторые постоянные, а Сгй( ( )  е 1(0, Т ) . 

Из (1.84), пользуясь тем, что +Зг-0 <1 и приняв обоз­

начение у0
1

1-(<702+Зг?0)
, получаем, что для любого I е  [0, Г ] :

а \ 1 ) < П - С „ + П -С „  И О Е ,ол  +
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Теперь, складывая неравенства (1.82) и (1.85) получаем, 

что для любого I е [О, Т ] :

| и I’ ,, + а \ , ) < С п + П Са + П С „ - И ' ) # , , ,  +

+ |(С|4М + П ' с го(г ) )  |||"1в;> + " ‘ ,Г * \1,т ■ ( 186)

Из (1.86), применив неравенство Р.Беллмана, получаем, 

что для любого / е [О, Т ] :

||2*
-II,... + « 4 0 * { с ^ + г . - с , , + Г 0- с „ . |И 0 |Ц .„  | х

Xехр||(С]4(г) + у„ С1а(т))<1 г| . (1.87)

Из (1.87), в частности следует, что:

!п о .п -(С|з+ Г° -С |8) -ехр I  \с \Ат)<*т + Уо ■ \см(т)4т\ +

+ /0-С19-ехр| |С14(г)й?г + /0 • |С20(г)^г1 - ||а(0||^г]

Отсюда, в силу того, что 230 < 2 (см.(1.51)), следует 

следующая априорная оценка:

к ')|1пО.Л5 С 2.’ 0 ' 88>



где С21 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и и а .

Из (1.87), учитывая справедливость априорной оценки 

(1.88), получаем и следующую априорную оценку:

\\иа , х ) \ ^ < С 12, (1.89)

где С22 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и и а .

Таким образом, из (1.89) и (1.88) следует, что всевоз­

можные классические решения {и(1,х),а(1)} задачи (1.1)-

(1.4), принадлежащие пространству Ег , априори ограничены 

по метрике пространства Ег , т.е.:

|{и(/,х),а(0}||Яг =|Илх)||й;, 1 +||а(/)||С[0Л < С ‘ ,

где С* > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от и и а . А  

отсюда, как было отмечено в начале доказательства данной 

теоремы 1.3, следует справедливость данной нелокальной 

теоремы.

Замечание 1.3. Следует отметить, что в теоремах 1.1 и 

1.3 найденное классическое решение {и{1,х),а{1)} задачи

(1.1)-(1 -4) обладает следующим дополнительным (по сравне­

нию с определением классического решения) свойством:

Замечание 1.4. Отметим, что в кандидатской диссерта­

ции [19] М.А.Кулиева рассмотрен частный случай задачи
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(1.1)-(1.4), когда Р(1,х,и,и,,их,а) = / (1,х) и изучены вопросы

г: существования (в малом), единственности и непрерывной за­

висимости (в определённом смысле) от данных />(х),^(0, 

ф(х),у/(х) и / ( ( ,х ) классического решения.



ГЛАВА  II

КЛАССИЧЕСКАЯ РАЗРЕШ ИМ ОСТЬ В М АЛ О М  
ОДНОЙ ОДНОМЕРНОЙ ОБРАТНОЙ КРАЕВОЙ  
ЗАДАЧИ НА П О Л УО С И  ДЛЯ ОДНОГО КЛАССА  

П О ЛУЛИ Н ЕЙ Н Ы Х  ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ  
УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Данная глава посвящена исследованию следующей од­

ной обратной краевой задачи:

ии ( I , х ) -  ихх (/, х) = а(х)м, (I, х ) + Р{1, х, и((, х),

и1(1.х),их(/,х)) (0 < / < 7 \ 0 < х < 1 ), (2.1)

■ и(0,х) = ср(х) (х  > 0), и1(0,х) = 1//(х) (х > 0), (2.2)

ихт  = / (0  (0 < ( < Т ) ,  (2.3)

и((,0) = ё (0  (0 < 1 < Т ) ,  (2.4)

где 0 < Т  < + о о , р,<р,у/, % - заданные функции, а и(1,х) и 

а(х ) - искомые функции.

В этой главе с помощью принципа сжатых отображений 

доказана теорема существования в малом (т.е. при достаточ­

но малых значениях Т ) классического решения задачи (2.1)- 

(2.4, причём под классическим решением задачи (2.1)-(2.4) 

понимаем следующее

Определение. Классическим решением задачи (2.1)-

(2.4) назовём пару {и(1,х),а(х}} функций и(1,х) и а (х ) , об­

ладающих свойствами:
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а) функция и(1, х) дважды непрерывно дифференцируема 

в замкнутой области

б) функция а (х ) непрерывна на [0,+оо);

в) все условия (2.1)-(2.4) удовлетворяются в обычном 

смысле.

С помощью метода продолжения (по переменной х )  

решение задачи (2.1)-(2.4) сведено к решению следующей 

системы двух нелинейных уравнений:

□ 7 =  [0,7 ’]х  [0 ,+со ); (2.5)

и{1, г )  =  ^ х + ' ) + ̂ х - ' К П , |/ (т)/1т +
О

1 I Х+У-Т)

+ - /  |{а(^ ) - «Д л # )  + ^ (7 ,# ,м (г,^ ),
А ~ / V — \

I Х+(1~т)

О х-О -т )

иг(т,<^),и4(т ,^ ) ) } ^ т  (0<1 < Т ,  х > 0 ) ,  (2.6)

«(О  = —  • ё " (0  + —  • + / '(О ) -
щ(!) щ{1)

---- —  • {ГЦ,О, и((,0),и, (1,0). / ( I) ) + Р(1,0, «(/,0), и, (Г,0),
^ (0

-  / ( 0 ) } --- • ) а (&  ■ и„ (I -  # ) ^  -  — 1—  ■ (г, 1 -  г,
К О  о 2 ^ (0

и(т,1 — т),ит(т,1 — т),и^(т,( — т)) + Ри(т,1 — т,и(т,1 — т),
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иг(т,( - т),и4(т ,(-  г)) • и4(т,1- т) + Ру(т,1- г,и(т,1 - т), 

ит(т,1- т),и^(т,1 - г)) • иг,(т,1 - г) + Р „(т ,(-  т, и{тЛ-  г), 

ит (г, I -  т),и4 (г ,I -  г )) ■ (г ,/ -  г ) + (г ,I -  г, и(т,I -  г),

ит(т,1- т),-и?(т, I - г)) + Ри (г, 1~т,и(т,1~ г), 

ит (т,{ — т),-и4 ( г , I -  г ) )  • и , (г , I - т) + ру (г, I - г, и(т, I ~ г ), 

ит(т,1 — т)-и4(т , I - т ) )и т4(т,( — т )—Рк(т,1—т,и(т,1 -т), 

ит(т ,{ -  т),-и4(т,( -  г )) ■ и44(т,{ -  т)}й^ (0 < (  < Т ) , (2.7)

причём везде в дальнейшем будем предполагать, что 

р (- х )  = <р(х), у/(-х) = у/(х),

а (-х ) = а(х), и(1,-х) = и{1,х), (2.8)

Р(1,-х,ил,и2,иг) = Р(1,х,щ,и2,щ ), /(/) = О

при / < 0, ц/({) Ф 0 \//е[0,Г], (2.9)

где х > О, 0 <1 < Т ,  -  оо < и {, и2иъ < оо .

Доказана следующая

Теорема. Пусть выполнены следующие условия:

1. Функция (р{х) непрерывна и ограничена на [0, ос) вместе с 

производными ср'(х) и ср"(х) ;  <^'(0) = 0 .

2. Функция у/(х) непрерывна и ограничена на [0,оо) вместе с

производной Ч/\х) ; для любого (  е [О, Т ] ц/(1) Ф 0 ;

у/'(0) = 0 .

3. Функция / ( ( )  непрерывно дифференцируема на [О,Г];



Д0) = /'(0) = 0.

4. Функция #(/) дважды непрерывно дифференцируема на 

[О, П ;

* (0 ) = <г>(0), я '(0 ) =  ̂ (0 ).

5. Функция Р(1,х,и,у,м>) непрерывна в области х(-оо,оо)3 

вместе с производными Рх, Ри, Р\ и Р№ .

6. Для каждого К >  0 в области [0,7’]х[0,оо)х[-/?,7?]?:

< ь р (5 = 0,1),
д & д & д & д 1  

э ^ (/ ,<*„&,<*з>#4)

(2.10)

д & д & д % > д &  д С д & д ^ д С
<

(5 = 0,1), (2.11)
/=|

где > 0, Ъп > 0 - постоянные.

7. Для любых I е [О, Г ] и и, у е (-оо,оо):

Д г,0 ,« ,  V, / (0 )  +  Д / Д  « ,  V , - / (0 )  =  С (0  е С[0, Г ] . (2.12) 

Тогда при достаточно малых значениях 7" задача (2.1)-

(2.4) имеет классическое решение.

Доказательство. Обозначим через Ет множество всех 

пар функций (и (( ,х ) ,а (1 )) , где функция и(1,х) непрерывна и 

ограниченна в области [0,Г]х[0,оо) вместе со вмеси своими
• . V • • , . . . .
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производными до второго порядка включительно, а функция 

а(1) непрерывна на [О,Г]. Норму в этом множестве опреде­

лим так:

||(м,а)||я = зир|м(/, х)| + зир|к, (7,х)| + зир|мх (/,х)| +

+ — • ] зир|м„ (г1, х)| + зи р ^  (1, х)| + з и р ^  (I, х)| +

+ тах|а(0| , (2-13)
о <1<Т1 1

где область 0 7. определена соотношением (2.5),

г0 > К0 + шах|з зир|у/(х)|,2^ | а  ст0, (2.14)

К0 > у0 = тах^ зир|̂ ?(х)|, 5ир]̂ >'(лг)| + 5ир^/(х)| +
[  х > 0  х > 0  х>0

+ тах|/ (0|Ж }, (2.15)02/57'1 1

ё  = тах<1
0 <И Т

V

• -  • С (0  
2

(2.16)

С (0  - функция, фигурирующая в условии (2.12), причём 

числа ]?0 > 0 и г 0 >0  считаются фиксированными. Очевидно, 

что Ет банахово пространство.

Теперь в пространстве Ет определим следующий опе­

ратор:



9>(и,а) = (и ,а ) ,

где функция а(1) равна правой части (2.7), а функция и(1,х) 

равна правой части (2.6), причём при подстановке функции 

а{1) в правую часть (2.6) считаем, что функция а (Г )еС [0,7 ’] 

продолжена из [0 ,Г] на [0,+оо) по формуле а(1) = а (Т ) 

\/1>Т; кроме того, имеются в виду также оговорки (2.8), 

(2.9).

Пользуясь условиями 1-5 данной теоремы и неравенст­

вом (2.10), легко показать, что для любых (и(1,х),а(1))  е Ет : 

&(и(1,х),а(1)) = (и (1 ,х ),а ( ( ) )  е Ет. (2.17)

Оператор определённый во всём пространстве Ет , рас­

смотрим только на множестве

Л  -= (и, а) е Ет : зир|к(/,х)| < К0, зир|ы, ((, х)| < К0,
I пт аг

5ир|^ ((, х)| < К0, зир|и„ (/, х)| < , зир|м„ (/, х)| < Л,,
пг а, п,

8ир|ия (/,х)| < Л,,зир|а(0| < Ко 1, (2.18)
Пг 0</<7' ^

где число К0 > 0  определено соотношением (2.15), а Л, > 0 -  

фиксированное число, удовлетворяющее условию:

Л| >У\= 8иф ”(*)| + §ир|у/(х)| + тах|/'(0| +
х>0 х>0

+ К0 • зир|у/(х)| + шах{6 ^ ,К *} ,  (2.19)
лгйО

56



причём Ь^- число, фигурирующее в условии (2.10). Очевид­

но, что Л  является ограниченным, замкнутым и выпуклым 

множеством банахова пространства Ет. Тогда, пользуясь со­

ответствующими условиями данной теоремы и определением 

оператора легко получить, что для любых (и, а), (к,, а,), 

(и2, а2) е Л  :

зир|ы (Г, х)| < зир|<̂ (х)| + зир|^(х)| Т + Т  • шах]/(г)| +
ат *>о хго

+ (2.20) 

зир|м, (I, х)| < 8ир|̂ »'(дс)| + зир|^(х)| + шах|/(0| +
„г>0 х>0

+ К2й -Т + ЬНо-Т ,  (2.21)

зир|мх ((, х)| < зир|^'(*)| + 8ир|̂ /(х )|+ т а х |/(0|+
О ., Л-20 х*0

+ Кд - Т  + Ь ^ - Т , (2.22)

зир|г7„ (Г, х)[ < зир|^"(х)| + зир|<//(х)| + тах|/'(0| +
пг *>о хго °-'57'

+ Т ■ • (1 + К0 + 2/?,) + К0 • зир|^(х)| +
дгго

+ К0 Кг Т  + ЬКо, (2.23)

8ир|й (̂Г,х)| < зир|^"(х)| + зир|^'(х )| + т а х |/Ч0| +
п т х>о  х г о  ° ^ 1̂ 'г

+ Т -Ь Ио •(1 + Л0 + 27?1) + /г0-зир|^(х)| +
х>0
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X — • зир|мм, ((, х ) -  и2м ((, х)\+К0-Т -гпх
г0 от

х — ■ зир|«, (/,х ) -  и2 и (Г,х)| +
г0 пт

+ V  V  Г ' ~  ’ 5ирЦ,„ (I, X) -  и2̂ х (/, х)\ +
го а>

+К, ■ Т  • шах|а, (/) -  а7 (/)| I . (2.33)
0</<7’ 1 Ч

Пользуясь определением чисел (см. соотношения

(2.15) и (2.19)), нормы (2.13) и оператора ./ (см. соотноше­

ние (2.17)), из неравенств (2.20)-(2.33) легко получить, что 

при достаточно малых значениях Т для любых (и ,а ),(и{,а}), 

Си2,а 2) е  Л :

8ир|ы(Лх)| < К0, зир|н,(/,х)| < К0, зир^  (/, а-)| < К0,
^7 СЬ-р Оу

зир|м„(/,х)| < 7?,, зир|м,Л.(/,х)| < К{ , зир|м„(/,х)| < К,
О у  П у Й)Г

тюс|2Г(0|<Ло,

1 ^ 1 ^ , ) - ^ ( « 2 > « 2 4  =\\(.Щ,а^-(и2,а2)||ь- ^

(2.34)

< зирЦ (Г, х) -  « 2 ((, х)|
Ш1П1//(П
0<.1<Г

•с1 + Д0 + 2Л1) . \ Т  +
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1+ ̂ ' ьял'Т  +2ЬЯл-Т + —  ЬКп+3(1 + К0+2К>)-— ЬКп-ТЛо V) +

+  зир|ыи (/, х ) -  , (/, х)|
От

а + я ^ 2 й, ) -6 « . . г -  ■ 1 +
йИ О |Ш1П

0̂ <7

+ ^ ^ Т Ч 2 ^ . Г  + 2 ^ Т + 2 А  + 3(1 + ̂ + 2Л() - - - \ - 7 ’ +

+ - ^ - Г 2+ - ^ + зир|ии (Г ,х)-ы 2,,(У,*)|'
“ И ')|Ш1

0-357

■ ((1 + /?0 +

1 ~ , ~ Ъ„’ ^2 , о/. Т» , О До+ 2Л|) \  Г  + \  Г ) + - ^  Г + 2 6 % .Г + 2 • ^ .  + 3(1 + « 0 +

+ 2й|) 1 - ^ Г + 3 . 1 - 6 л Г + — •зир|«|„ (/ ,х )-м 2„(/,х)|х

З-^о ' Т +  /?о ■7’ • г0
Ш1П|
0аз7'# (0 | + —  зир|м,„(Г,х)-и2 (Г,х)|х

'о «г 1

3^ Ч -Т  + ь^ -Т -г ,о ’
“ Ио|1П1

оа<7'

+ -•зи р Ц хг(Г ,х )-м 2,„(/,х)|х
А"о П;

-Т  + Ь ^ -Т - г , .
\ М о \П11

0 <1<Т
+ шахЬ, ( ( )  -  а, (01 х

о я<.т' 1
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• л, Т  + 1 • Д0 • Г 2 + 2Я0 • Т  + 2 зир|у/(х)| • — +
П11п|«К0|ОайГ 1

лгго

+  2 А . 7’ +  А . 7’ +  ^о. +  8ири (х )| .1
г0 г0 г0 «О г0

< д т-\ {и „а ,) - {и г ,а2)\ ,

<

(2.35)

где

у.,. =шах^ . уЬ к ■Т-(\ + К0 + 2К] ) + ~Ь ^  Т +
Ш1П№(/) 2
О&5Г  1

+ 26,) .Г  + - - * л, + 3 - - - \ ' Г . ( 1  + Л. + 2Л1),

I „м  \ - 7 ’ -(1 + Л0+2А ,) + ̂ - Г г +2йл Т  + 2 *^ -Г  + 
Ш1ПЙ/(Г) 2
Оа«7'' 1

+ - Л + Г * »  Г 2+3(1 + Л0+ 2 Л , ) . ~ ,
Гп ^  2 гп гп

. тт!«/(0|
';0а<7' 1

(1 + Л0+2 П , ) - Ь ^ -Т * Ь ^ -Т + ̂ Т ’  +

Ь 1 1
+ 26„ ■Т + 2 - - ^  + 3(1 + К0+2К1)  —  ЬКо -Г + — \ - Г ,

т т
0<У<Гт|^(ОГ т т

о я<,тИ о| ’
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+ ^ ( Г )  = — + .</(7’) ,
Гп

(2.36)

причём функция -т/(Т) > 0 непрерывна по Г  и .</(Т ) = 0 , а <т0

- число, определённое соотношением (2.14).

Из соотношений (2.34) видно, что при достаточно ма­

лых значениях Т

т.е. оператор ./* преобразует множество Л  в себя. Далее, так

Таким образом, из соотношений (2.37) и (2.38) следует, 

что оператор ./ является в множестве Л  сжатым.

Следовательно, в силу принципа сжатых отображений, 

при достаточно малых значениях Т  оператор & имеет в 

множестве Л  единственную неподвижную точку:

.А Н с  Л , (2.37)

<т0 ,как —-  < 1, то очевидно, что при достаточно малых значе­

ниях 7'

дг < ^ - + , / ( Т ) <  1.
Гп

(2.38)

х ), а( ( ) )  =  (и{1, х),а(1)) е Л  с  Ет, (2.39)
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причём по определению оператора & функции и(1,х) и а{() 

удовлетворяют соответственно уравнениям (2.6) и (2.7). По 

определению пространства Е т функция и((,х ) непрерывна и 

ограничена в замкнутой области [О, Т ] х [0, оо) вместе со все­

ми своими производными до второго порядка включительно, 

а функция а(1) непрерывна на [О, Г ] , причём, как мы услови­

лись при определении оператора ./, функция а(1) продолже­

на из [О, Г ] на [0,оо) по формуле

а(1) = а (Т ) \/1>Т.

Пользуясь тем, что функция и(1,х) удовлетворяет урав­

нению (2.6), непосредственной проверкой легко показать, что 

функция и ((,х ) удовлетворяет всем условиям (2.2) и (2.3) в 

обычном классическом смысле, а пара функций (и((,х),а(1 )) 

удовлетворяет в области О< ( < Т ,  х > 0  уравнению (2.1) в 

обычном классическом смысле. Далее, если обе части урав­

нения (2.7) умножить на у/(г) и полученное равенство проин­

тегрировать два раза по / от 0 до I, причём пользоваться 

соотношениями <р(0) = ^ (0 ), § '(0 ) -  <р'(0) - ^ ( 0 )  + / (0 ) = 0,

их(1,0) = / (/ ), и в результате полученное последнее равенство 

разрешить относительно §(1) ,  то получим, что для ! е [0, Г ] :

* (/ )  =  * 0 +  ) т < 1 т +  ] - )  ’| { а ( # ) - « г(т ,# )  +
0 0 ^  0 -(1-т)
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+ Р(т,€,и(т,%),ит (г,^ ), и{ ( г , ^ ) ) т  . (2.40)

С другой стороны, из (2.6) видно, что и((,0) равна пра­

вой части (2.40). Следовательно, и(1,0) = %(1), т.е. функция 

и(1,х) удовлетворяет и граничному условию (2.4). Таким об­

разом, найденная пара (;и ((,х ),а (х ))  является классическим 

решением задачи (2.1)-(2.4). Теорема доказана.

Замечание 2.1. Следует отметить, что для выполнения 

условия 7 вышедоказанной теоремы достаточно, чтобы удов­

летворялось одно из следующих условий:

а) для любых Г е [0 ,Г ], и ,уе(-оо,со) и и>е[-/0,/0]

Р(1,0,и,у,ч>) = 0, где /0 = тах|/(0|;
0<(5Г' '

б) функция Р(1,0,и,у,м>) не зависит от аргументов и и V.

Замечание 2.2. Отметить, что классическое решение

(ы(Г,дг), а (х )) задачи (2.1)-(2.4), установленное предыдущей 

теоремой, обладает теми дополнительными (по сравнению с 

определением классического решения) свойствами, что 

функции и ((,х ),и , ( ( ,х )  ,их(! ,х )  ,ип{1,х) ,и1хЦ,х) ,ихх{1:,х) и а(х) 

ограничены в областях [0 ,Г ]х[0 ,со ) и [0,+оо) соответственно.

Замечание 2.3. Следует отметить работы [45], [51], в 

которых рассмотрены различные частные случаи «прямых» 

задач (2.1), (2.2), (2.3) и (2.1), (2.2), (2.4). А  именно, в работе 

[51] рассмотрен случай задачи (2.1), (2.2), (2.4), когда правая



часть уравнения (2.1) равна \ (и )  + кг{и) — - и с помощью ме-
д(

тода априорных оценок доказана теорема существования и 

единственности классического решения. В работе [45] рас­

смотрен случай зацачи (2.1)-(2.3), когда правая часть уравне­

ния (2.1) равна Р{1,х,и), а граничное условие (2.3) имеет вид

МД^0) = 0 )), и методом продолжения доказаны раз­

личные нелокальные теоремы существования и единствен­

ности классического решения; кроме того, показано, что 

классическое решение задачи может быть найдено методом 

последовательных приближений, причём последовательные 

приближения сходятся к точному (классическому) решению с 

факториальной скоростью равномерно в каждой конечной 

части области I > 0, х > 0 , а при некоторых дополнительных 

условиях даже во всей бесконечной области / > 0 ,х > 0 .  А  в 

работе [30] рассмотрен случай задачи (2.1)-(2.4), когда 

<Р = Ц' = /  = ®> И(1,х,и,ип их) = ^ (а (х )) + к(1,х) и при доста­

точно малых значениях Т  доказана теорема существования 

решения.



Г Л А В А  III

И С СЛЕД О ВАН И Е К Л А С С И Ч Е С К О ГО  РЕШ ЕН И Я 
ОДНОЙ О ДН О М ЕРН О Й  О Б РА ТН О Й  КРАЕВО Й  

ЗАДАЧИ  НА П О Л У О С И  Д Л Я  П О Л У Л И Н Е Й Н Ы Х  
ГИ П Е РБ О Л И Ч Е С К И Х  УРАВ Н Е Н И Й  В ТО РО ГО  

П О РЯ Д К А

Данная глава посвящена исследованию следующей од­

номерной обратной краевой задачи:

ип (/,х) -  2^(7, х) = а{1)и,(1,х) + Р(1,х,и((,х ), 

и,(1,х),их(1,х),а(()) (0 < (  < Т,0 < х  < 1), (3.1)

■ и(<О, х) = ср(х) (х  > 0), и, (0, х) = ц/(х) (х > 0), (3.2)

их(1,0) = / (0  (0 < 1 < Т ) ,  (3.3)

и(1,0) = 8 (1) (0 < ( < Т ) ,  (3.4)

где 0 < Т  <+оо, р , ср, у/ , / , § - заданные функции, а и(1,х) 

и а(1) - искомые функции.

В этой главе с помощью принципа сжатых отображений 

доказаны две теоремы существования в малом (т.е. при дос­

таточно малых значениях Т ) классического решения задачи 

(3.1 )-(3 .4); с помощью специального подхода доказана тео­

рема о единственности классического решения задачи (3.1)-

(3.4); кроме того, для классических решений задачи (3.1)-

(3.4) установлены различные априорные оценки, причём под



классическим решением задачи (3.1 )-(3.4) понимаем сле­

дующее

Определение. Классическим решением задачи (3.1)-

(3.4) назовём пару {и(1,х),а(1)} функций и(1,х) и а { ! ) , обла­

дающих свойствами:

а) функция и(1,х) дважды непрерывно дифференцируема 

в замкнутой области

П г »[0 ,7 ’]х[0 ,оо); (3.5)

б) функция а{1) непрерывна на [О,Г];

в) все условия (3.1)-(3.4) удовлетворяются в обычном 

классическом смысле.

С помощью метода продолжения (по переменной х )  

решение задачи (3.1)-(3.4) сведено к решению следующей 

системы двух нелинейных уравнений:

„ ( , , * ) .  + 0  + + 1 _ ' |/ ( г ) Л  +

хч О
. I Х+(1-Г) - / Х+(1-т)

+ - /  \<*(т)ит(т,€)4&т + ~1 1г(т,€,и(
0.г-(/-г) ^  0 х-О-т)

ит(т,%),и4(т,%),а{т))^с1т (0<1 < Т ,  х > 0 ) ,  (3.6)

а(0  = - 4 -  • -  ̂ 4 0  + / 4 0  + я " (0 ) - - 4 т т  • А
Я (0  2# (0

и(/,0), и, (/,0), /(/), а (0 ) + ^ А  м(/ ,0), и, (1,0),-/((), а (( ) )}  -
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I V  1 1

~ * Х 0 ' 1Ф )' “ “ (Г ’ ' " Г)с1т "  2 ^ 4 0 ' /{/Г' ( м " г ’

и(т,1- т),ит ( т,( -  т),и, (г ,I -  т),а(т)) + (г ,? -т,и(т,1 -  г),

г<г (г,? - г ) ,^ (г ,(-  т),а(т)) ■ и<(г, / - г) + ̂ (г ,г  -т,и(т,1- г),

(г,/ -  г),и? (г,/ -  г ),а (г )) ■ иг<? (г,г -  г) + /^(г,/-  т,м(г,Г -  г), 

мг (т,1-т),и4{г,1 -  т),а(т))-и^{т,1 -  г) + Рх{т,1 -  т,и(т,1 -  г), 

иГ (г,/ -  т)-и4(т,1- т),а(т)) + Ри (г,/ -  г,м(г,/ -  г),

(г,Г -  г ) - и ,  (г,/ -  т ),а (г)) • м^(г,/ -  г) + (г,/ -  г,ы(г,/ -  г),

иг (т,1 -  т),-и^(т,1 -  т),а(г )) • (г,Г -  г) -  -  т,и(т,1- г),

ит (г,/ -  т),-и( (т ,{ -  т),а(т)) ■ и^(т , 1  -  т)}(1т (0 < I < Т ) , (3.7)

причём везде в дальнейшем будем предполагать, что 

(р ( -х )  = (р(х), у/ ( - х )  =  у/ (х ),  и ({ , -х )  =  г ф .х ) , 

Р((,-х,и,у,м>,а) = Р{1,х,и^,м>,а) , (3-8)

Л 0  = 0 при I < 0, # ' ( 0 * 0  V/ е [О, Г ] ,  (3.9)

где х > О, 0 < (  < Т ,  -  оо < и, V, м>, а < +оо. Следует отметить, что 

уравнение (3.7) получено следующим формальным путём: 

выражение(З.б) подставлено в условие (3.4), полученное ра­

венство продифференцировано два раза по / (I е [О, Г ] )  и уч­

тены продолжения (3.8) и условие (3.3).

А .
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Из (3.6) формальным дифференцированием легко полу­

чить, что

(,, х ) = -  .0  + V  ( * + 0  У  / ( , -  х )+

1 (
+ — |д(г){мг (г ,х  + 1 -  г )  + ит (г ,х  - ( I -  т))}с1т +

2 о

+ — ^{Р(т,х + 1 -т,и(т,х + 1 -т),иг(т,х + 1 -  г),
2 о

м., (г ,х  + 1 -  г ),а (г )) + Р(т,х -  (/ -  т),и(т,х -  (/ -  г)),

(г, х -  (/ -  г)), (г, х -  (/ -  г ) ) ,а(т))}с1т , (3.10)

1 V+ — |<я(г) {ыг (т,х + 1 - т ) - и г (т,х-1 + т)}с1т +
2 о

+ — |{/7’(г ,х  +1 - г ,и (г ,х  +1 -т ),ит(т,х + Г - г ) ,
2 о

и с (т,х + 1 -  т),а(т)) -  ̂ (г ,х  - ( Г -  т),и(т,х- ( I -  г)), 

ит(т ,х -(1  -т )),и4(т ,х-(1  -т)),а(т))}с/т , (3.11)

ии1,х)=€&±П̂ 'о^о+г'(*+оу(*-о+Г(1г.х)+
I *

+ -  \а(т) {Мт$ ( г >*  + (Г -  г ) )  + ит4 (г, х — (1 — т))}(1т +
^ о



и4(т,х + 1-т),а(т)) + Ри(т,х + 1 -  т,и(т,х + 1 -т ), 

ит(т,х + 1-т),и4(т,х +  1-т),а(т))-и4(т,х + ( - т )  +

а (г ) ) -иГ1'(т,х+1-т) + Р'„(т,х+1-т,и(т,х+1-т),ит (г  ,х+1-т ), 

и4(т,х+1-т),а(т))-и^(т,х+1-т) + Рх(т ,х - ( ( -т ),  

и(т,х — ({ — г  )),ит (г, х -  (г -  т)),и4 (г, х -  (/ -  г )),а (г )) +

+ Ри (г ,х  — (Г -  г),м (г,X  -  ( I  -  г )),и г (г ,х  -  (/ -  г )),и #(г ,х  -  (Г -- г )),  

а(т) ) -и4( т , х - ( 1 - т ) )  +  Р „ (т , х - (1 - т ) , и (т , х - ( 1 - т ) ) ,  

ит(т,х — (? — г )),и ?(г ,х - ( 1  — т)),а(т)) ит4( г , х - ( 1 - т ) )  +

+ Рм(г ,х -  (Г -  г),г/(г,х — {1 — т)),ит(т,х -  (/ -  г)), 

м, (г, X -  (/ -  г ) ) ,а (г ) )  • ( г ,х  — (1 — г))}<1т , (3.12)

+ /7Дг,х + Г-г,м (г,х + /-г),г/Дг,х + ? - г ) ,^ (г ,х  + ? -г ),

о

(г, х 4-1 -  г), а (г )) +  Ри (т, х +  (  — т,и(т, х + 1 — г),
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иг (г, х + (  -  г), и4 (г, х + 1 -  г ),а (г )) • и4 (г, х + 1 -  г ) +

+ Ру{т,х+1-т,и(т,х + 1 -т),иг(т,х + 1 -т),и4(т,х+( - г ) ,

° ( 7)) ‘ ит/; ( г> *  + * ~ т) + К ( т>х + * ~ Г’ м( г> х + г -  г), мг (г, х + Г -  г), 

и *(г ,х +1 -  г ) , « ( г ) )  • ы *,(г ,х +1 - г )  -  Рх( г ,х —{1 — г), 

и(т,х—(1 — г)),ыг (г, х — (г — г)),м, (г, х -  (г -  г)),а(г)) -  

-Ры(т ,х - ({- т),и(т,х - ((-  т)),иг(г,х — (1 — г)),ыДг,х -(/ -  г)), 

а(г)) и ,(т,х- (1-г)) - Гу(т,х — (1 - т),и(т, х — (/ -  г)), 

ит (г, х -  (/ -  г)),г^ (г, х -  (/ -  г)), а (г )) • (г, х -  (/ -  г)) -

-  (г , х -  (/ -  г), и(т,х — (I — г)), иг (г , х -  (Г -  г )),

и; (г, х -  (/ -  г)), а (г )) • (г, х -  (Г -  г))}с/г, (3.13)

| 1
+ а (()  ■ и' (I, х) + -  |сг(г) {иг# (г, х + (/ -  г )) -

^ о

- и г4(т ,х - (1 -  г ) ) } с/г + /Дг,х,и(1,х),мг(/,х ),к ,(/,х ),а{1)) +

+ т  | {^ ( г ^  + 1 -  г, м(г,х + 1 -  г), иДг, х + 1 -  г),
^ о

м*(г, х + / -  г), а (г )) + Ри (г, х + 1 -  г, « (г ,  х + 1 -  г), 

ит(т,х + 1 -  г ) , ( г , х  + 1 -  г ),а (г )) • (г ,х  + 1 -  г ) +
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+ Ру(т,х+1 -т,и(т,х + 1 -т),иг(т,х + 1 -т),и4(г ,х  + 1-т),

а(т)) ■ ит4(т,х+/ - г )  + Р„(т,х + Г - т,и(т, х +1 - г ) ,ит(т,х + 1- г ),

и,( г .х  + 1-т), а(т)) •и44(т,х+( -  г) -  ̂  (г , х - (1 -т ) ,

м(г, л: -  (Г -  г )),и г (г , х  -  (/ -  г )),г^ (г , х -  (/ -  г ) ) ,я (г ) )  -

-  Ри (т, х -  (I -  г ), м(т, х -  (Г -  г)),м г (г , х  -  (/ -  г )),г^  (г , х -  (/ -  г )),

а(т)) ■ и4 (г , х  -  (( -  г ) )  -  Ру (г , х  -  (/ -  г), и(т, х -  (I - г )),

иг ( г ,х - (1 -т )\ и 4(г , х  —(/ — т)),а(т)) ■ иг4(г, х  -  (Г -  г ) )  -

- Р „ ( т , х - ( ( -  г ),м (г ,х  -  (/ -  г)),м г(г. х - (/  -  г )),

и4(т,х — (I — т)),а(т)) ■ и44(г ,х  -  ( ( -  г))}й?т . (3.14)

§3.1. Разрешимость в малом классического 

решения задачи (3.1)-(3.4).

В этом параграфе с помощью принципа сжатых отоб­

ражений доказаны следующие две теоремы существования в 

малом классического решения задачи (3.1)-(3.4).

Теорема 3.1. Пусть выполнены следующие условия:

1. Функция ср(х) непрерывна и ограничена на [0,оо) вместе с
К ;

производными <р\х) и <р"(х) ; <р'(0) = 0 .

2. Функция 1//(х) непрерывна и ограничена на [0,оо) вместе с 

производными 1//'(х) ; ^ '(0 ) = 0.

3. Функция / ( ( )  непрерывно дифференцируема на [0 ,Г ];
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/ (0 ) = / '(0 ) = 0.

4. Функция § ( I ) дважды непрерывно дифференцируема на 

[О,Г], % '( ! ) *  О V/ е [0 ,Г ], * (0 ) = р (0 ), ^ '(0 ) = ^ (0 ).

5. Функция Р(1,х,и,у,м>,а) непрерывна в области

О., х (-оо ,о о )4 по совокупности своих переменных вместе с 

производными Рх,Ри,Р„ и Р№.

6. Для каждого К > 0 в области [0, Г ] х [0, оо) х [-Л , Я]4: 

\ Р ( 1 , ^ 2, Ь , Ъ , 0 < Ь к((\  \ Р ^ 1 , ^ 7, ^ , Ц < Ъ н(1),

0 = М ) , (3.15)

<

7=2

(3.16)

<

^ К ( < Щ 4 , - 4 , \  С' = !.4 ),
7=2

(3.17)

где Ьк(1), Ьк(Т )е Ц 0 ,Т ) .

7. Для любых I € [0 ,Г] и и,у,ае (-оо ,со )

Р ( ( А  и ,  V , / ( / ) ,  а )  +  Р { 1 , 0 , и ,  V , - / ( ( ) ,  а )  =  С  ( I ) .  ( 3 . 1 8 )

Тогда при достаточно малых значениях Т  задача (3.1)-

(3.4) имеет классическое решение.
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Доказательство. Обозначим через Е т множество всех 

пар функций (]и(1,х),а(1) ) ,  где функция и ((,х )  непрерывна и 

ограничена в области вместе с производными и (7 ,х ), 

их ( I , х ) , на ((, х ) и иа (/, х ) , а функция а(/) непрерывна на 

[О, Г ] . Норму в этом множестве определим так:

((и,< 4 . = зир|м(/, х)| + зир|м, (/, х)| + зи р^  (/, х)| +
т пг о, • аг

+ зир|у,Л. (7,х)| + зир|м ̂  (/, х)[ + тах|а(/)|. (3.19)
пг п., 0й'йГ

Очевидно, что Е т банахово пространство.

В пространстве Е г определим следующий оператор:

.?(и,а) = (й ,а ) ,  (3.20)

где функция а ( ( )  равна правой части (3.7), а функция и(1,х ) 

равна правой части (3.6), причём имеются в виду оговорки 

(3.8) и (3.9). Пользуясь условиями 1-5 данной теоремы и не­

равенством (3.15), легко доказать, что для любых (и(1,х), 

а (1 ))& Ет //(и((,х),а(1)) = (й ( (,х ),а (1 )) е Е т . Оператор ./,

определённый во всём пространстве Е т, рассмотрим только 

на множестве

Л 0 = { (и ,а ) е Ет : зир|ы(г,х)| < К0, зир|ы,(/,х)| < К0,
[ Ог Пу

зир|мг (/,х)| < К0, зир|м„ (I, х)| < К0,
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зир|м (̂/,х)| < К0, тах|а(0| < ^  [ » (3.21)

где

К0 > /0 = тах< зир|<р(х)|, зир|<р'(х)| + 5ир!^(*)| + тах|/(0|,
[ х>0 г>п 1->п 0Я<!*20 х>0

х>0
зирЬ"(х ) + зир !//'(х) + т а х / '(О

хкО О <1<Г

тах
ая<.т <р"(л -  ч л п + т + § \ ( )  ~ т

8 (0  V 2

причём С (0  - функция, фигурирующая в соотношении 

(3.18). Очевидно, что 0 является ограниченным, замкнутым 

и выпуклым множеством банахова пространства ЕТ. Тогда, 

пользуясь соответствующими условиями данной теоремы и 

определением оператора легко получить, что для любых 

(м ,а ),(м ,,а|),(м2,а2) е  .,//0:

1 '1 +зир|г7(/, х)| < зир| (̂х)| + Т  ■ зир|̂ /(х)1 + Т ■ тах|/(0| •
П, *>0 л>0 0я-т

+ \ к 1 т 2+ т К ( ч
цо;п

(3.23)

зир|г7, (/,х)| < зир|^'(*)| + зир|^(х)| + тах|/(г)1 +
п, *>0 х>0 °а<г

+ т ■ ■ +р>» (( ) |Ц0,Т) ■ (3-24)

зир|м ((, х)| < зир|й/(х)1 + зир|о/(х)! + тах.|/(I )
~  1 1 -  1 1 -  1 1 0 И й Г '

+
х>0 х>0
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+ Т-К0 +
/-(0,7 ) •

(3.25)

зир| и,х ( I , х)| < зир|^"(х)| + 8ир|у/(*)| + шах|/'(/)| +
П т х>0 х>0 ° - ' - Г

+ Г Л г + а  + 3< )-|К (')|| ,м л . (3.26)

$ир|г7гх (I,х)\ < 8ир|<р"(х)| + зир|(//'(х)| + шах|/'(0| +
Х20 х>0 0 я й Г

+ Г -Л 0! + 0 + 3 ^ )'| ^ (/ )| | ш п , (3.27)

тах\а(()\ < т а хI I о<1<Т

пт

ОЯ<1
± - . (_ ф \ ,)- !/ / (! )+л о +Я"(о ) - ̂  ■ с<о

+ -----г----- ;Л п  Г + ------ 1------ г х

х с + з < ) - | К (3.28)

зир|ы, (Г,х) - й 2(1,х)\ < Т  ■ (/)[ • зирЦ {( ,х) — и2{1,х)| +
Пг 7.(0,7 ) О,

+ Т- -■& 0-Т  + 
2 0

\
М О  (ЛП • зир|ы,,(*, х) - и2; ( I , х)|•

'/ДО,/ ) У о

I 1
+ Т • ||\(0||д(0Т) ■ зир|и,д ( I , х ) - и 2х(1,х)\ + Т- - - К о - Т  +

+ м о цо;п
' т а х  а
О &1<Т[ ( 0 - а 2(0|- (3.29)

э и р ^  ( I ,х) -  и21 ((, х)| < ^ ,(О |/(0 •зир|и,(Г,х)-ы2(Г,х)| +
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(1 + ЗЛ0 ) • |б,, ( Г ) Щ  + | \  ( О Ц  Г) ]  • зирЦ., (1.x) ■ 

- и2,((,х)| + к  •Т +||^(0||н № )-5ир|1/и,(/ ,х )-

-  и2м ({, х)| + 1|\ (О||/(0Л • зирЦ^ (Г, х ) -  и2 хх (/, х)| +

/-(0,7 )

х т а х  а ,,
0<М!7' 1

+ | Т .Л 0+(1 + ЗЛ0)- | \ (О

, ( 0 - а 2(0|. (3-34)

Из неравенств (3.23)-(3.28), в силу определения числа 

К0 (см.(3.22)) видно, что при достаточно малых значениях Т

для любых (и ,а )  е  Л 0:

зир|ы(/,х)| < К0, зир|г7,(/,л:)| < К0, зир|ыД/,х)| < Я0, (3.35)
П7 П7 Пг

зир!^(Г,х)| < К0, зир|г7„(Г,л:)| < К0, тах1а(О|^Я0, (3-36)
п7. пг °-'-7

т.е. .Яй0 а Л 0 . С другой стороны, пользуясь определением 

нормы (3.19), из неравенств (3.29)-(3.34) легко получить, что 

для любых (и1,а1) , ( и 2,а2)  е . /40:

\4>(их,ах)- & (и 2,а2)\щ =||(й'1,а1) - (й '2,а2)||̂  <

< Ч Т -\\(щ,а1) - ( и 2,а2)\\Ет, (3.37)

где
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</7 г  шах- V ' ) ДО, Т)
Т + 2 + 2(1 + 3 ^ ) + — ■Г (\+ЗК0)

Н ж о |0357''

х Т2+ 2 Щ + Ь „(4
\\ЦО,Г)

1
Г + 2 + 2(1 + 3 ^ ) + ..-,- - - -(1 + 3 ^ )

О</<Г

\ ( 0
/- (0 ,7 )

V

74 2  + 2(1+34,) + —  =-(1 + 3 ^ )
II/,(0,У)

Г \

2 + 1 
Ш1

V оай7'”  ‘ 'V

,2ГЛ ;+2^ (()|| )

+1Мо|

”И')|

’.(0 ,7  ) / ’  К  ^ 1 / , ( 0 , 7  )

+
(0’7> ' Ш1^'(0|03571 1

К.-Т+

2 +  -
1

ДО,Г)
V

гтп)#'(0|
V о <1<г' '

1

> 2 ^ 0  +27’ -^) +

Т + 2 + 2(1 + 3 4 ) + — - -(1 + 3 4 ) 
т щ ^  (/)(03<7

+

+ 2Т • +
тт|
0 й < 7

•Ло-Г (3.38)

Из соотношения (3.38) видно, что выражение дг непре­

рывно зависит от Т  ( Т  > 0 ), причём <?0 = 0.

Таким образом, при достаточно малых значениях Т 

Э>Л 0 а Л 0 и \/(и1,а1), (и 2,а2) е Л 0:

И “ 1 ’ в1 ) “  ^  )||Е1. ^ ?Г • ||(“ 1. «1) -  («2 - «2 )||Ег >
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где цт < 1, т.е. оператор ./ является в Л 0 оператором сжа­

тия. Следовательно, при достаточно малых значениях Т  опе­

ратор :Р имеет в Л 0 единственную неподвижную точку

(и, а ) : .'Р{и, а) — (и, а) е Л 0 с  Ет . По определению оператора 

./ найденные функции и(1,х) и а(1 ) удовлетворяют системе

(3.6), (3.7). Кроме того, легко убедиться, что функции и:( ( ,х ) ,  

их(1,х),и,х(1,х) и и1Х(( ,х )  удовлетворяют в соответствен­

но равенствам (З.Ю)-(ЗЛЗ).

По определению пространства Ет функция а(1) непре­

рывна на [О,Г], а функции и(1,х), и,(1,х), их(1,х), ии(1,х) и 

ихх(1,х) непрерывны и ограничены в 0 7 = [0 ,Г ]х [0 ,ос ). Да­

лее, пользуясь тем, что функция и ((,х ) является решением 

уравнения (3.6), легко проверить, что она удовлетворяет всем 

условиям (3.2) и (3.3) в обычном классическом смысле. Из

(3.6) непосредственным законным дифференцированием лег­

ко получить справедливость равенства (3.14). Из (3.14) вид­

но, что функция ип( ( ,х ) также непрерывна в И т. Пользуясь 

соотношением (3.6), непосредственной подстановкой легко 

проверить, что функция и(1,х) удовлетворяет в 0.т уравне­

нию (3.1). Далее, если обе части уравнения (3.7) умножить на
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$ ' ( ( )  и полученное равенство проинтегрировать два раза по I 

от 0 до I ( I  е [О,Г]), причём пользоваться соотношениями 

Д О  = ихт ,  § ' ( 0 ) - <р'(0)- у/(0)+ / (0 ) = 0, т - т  = О, (3.39) 

и в результате полученное последнее равенство разрешить 

относительно $ ( ( ) ,  то легко получить, что для любого

I е [О ,Г]:

/  / л I 1-Т

8 (0  = <Р(0  + / у 'О У г  ~ \/ (т )4 т + -  |  \{а(%) • ит (т,& +
0 ... 0 0 -(/ -г ) '

+ Е(т,^,и(т,^),ит(т,^),и^(т,^),а(т))}с1^т. (3.40)

С другой стороны, из (3.6) видно, что и(1,0) равна правой 

части (3.40). Следовательно, и((,0) = § ( ( ) ,  т.е. функция и(1,х) 

удовлетворяет и граничному условию (3.4). Таким образом, 

найденная пара (и(1,х),а(1)) е  Ет является классическим ре­

шением задачи (3.1)-(3.4). Теорема доказана.

Замечание 3.1. Следует отметить, что для выполнения
.иу • . •

условия 7 вышедоказанной теоремы достаточно, чтобы для 

любых ( е  [0, Т ] , и ,у ,ае  ( - с о ,  со ) и [ - / 0 , /0 ] , где

/0 =тах|/(/)|, функция Р(1,0,и,у,м>,а) не зависела от аргу-
0 Я й Т 1 1

ментов и а , например, Р(1,0,и^,м>,а) = 0 .

Замечание 3.2. Отметим, что классическое решение

(и(1,х),а(Г)) задачи (3.1)-(3.4), найденное предыдущей тео-

ремой, обладает теми дополнительными (по сравнению с оп-
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ределением классического решения) свойствами, что функ­

ции 11, ( 1 ,х ) ,  их(1,х), иа(1,х) и и^(1,х) ограничены в

неограниченной области 0 7 = [О, Т ]  х [0, ос) ; кроме того, как 

видно из (3.14), ограничена в также производная ис,(1,х) 

если, например, в неравенстве (3.15), фигурирующем в усло­

вии 6 теоремы 3.1, ЬК(1) = ЬК, где Ья > 0 - постоянное.

Теорема 3.2. Пусть выполнены следующие условия:

1. Функция ср(х) непрерывна и ограничена на [0, да) вместе с 

производными ср'(х), (р\х) и <р'"(х) ; ^ '(0 ) = ^"(О ) = 0 .

2. Функция цг(х) непрерывна и ограничена на [0,да) вместе с 

производными у/\х) и у/\х) ; ^ '(0 ) = 0.

3. Функция /(/) дважды непрерывно дифференцируема на 

[0,Г] и

/ (0 ) = / '(0 ) = / *(0 ) = 0 .

4. Функция §(1) дважды непрерывно дифференцируема на 

[0 ,Г ], ё\<) *  0 У / € [0 ,Г ], * (0 ) = р (0 ), ^ (0 )  = И 0 ).

5. Функция Р(1,х,и,\\м>,а) непрерывна в области

0 7. х (-да, да)4 по совокупности своих переменных вместе со 

всеми своими производными по переменным х,и,у и № до 

второго порядка включительно.

6. Для каждого К > 0 в области [0, Г ] х [0, да) х [-7?, 7?]4:
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д*г(и&, < Ь К(1) (5 = 0,1,2), (3-41)

Ц ? ъ & д & д & д ^ ' д ^ д ^ - е г

(х = 0,1,2),
5

I
1=2  '

(3.42)

где Ья(1),Ьи( ( ) е Ц 0 , Т ) .

7. Для любых Г е [0 ,Г] и и ,у ,а е  (~оо,оо)

Р (1 ,0 ,и ,у ,/ (1 ),а ) + Р (1 ,0 ,и,у ,-/(/), о) = С (0 .

Тогда при достаточно малых значениях Т  задача (3.1)-

(3.4) имеет классическое решение и(1,х), непрерывное в 

замкнутой области О., вместе с производными ипх (/, х ) , 

кю (/,х) и и „ ( и х ) .

Доказательство. Обозначим через Ет множество всех 

пар функций (и(1, х), а(1) ) ,  где функция и(1, х) непрерывна и 

ограниченна в области О., вместе с производными и,(1,х), 

их(1,х), ии(1,х), ии (/,х), и1хх( ( ,х )  и ит ( ( , х ) , а функция а(1) 

непрерывна на [О ,!1]. Норму в этом множестве определим 

так:

||(м,а)||~ = зир|м(Г,х)| + зир|м,(/,х)| + зир|ыД/,х)| +
7 п п.. о _
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+
а

зир|г  ̂( I, х)| + зир|к̂ х ((, х)| + 5ир|м(;с_ (I, х)| +
С2у С1у Г2 у

+ зир|и (Г,х)| + тах|а(Г)|. (3.43)

Очевидно, что Е т банахово пространство.

Оператор определённый соотношением (3.20), рас­

смотрим в пространстве Ет . Пользуясь условиями 1-5 данной 

теоремы и неравенством (3.41), легко показать, что для лю ­

бых е Ет = Ет. Опе­

ратор определённый во всём пространстве Ет, рассмот­

рим только на множестве:

Л 0 = (и, а) е Ег : 5ир|м(Г,х)| < До, зир|мг (/,х)| < К0,

$ир|ы,(/,х)| < Кд, зир|ы,Дг,х)| < зир|и„(/,х)| < Д,,
О у  О у  Л у

8ир|«« (*> *)| -  » 5иР К «  (*,■*)| ^ Д) >п, о,

шах|а(/)| < [ ,  (3.44)

где

Г
я 0 > Го = т а х 1 Го>8иР К < »|  + 5ир|^т(х)| + тах|/"(0| \, (3.45)

I. хао х̂ о ° '̂&т )
причём число /0 определено соотношением (3.22).
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Очевидно, что Л 0 является ограниченным, замкнутым

и выпуклым множеством банахова пространства Ет. Тогда, 

пользуясь соответствующими условиями данной теоремы и 

определением оператора У , легко получить, что для любых 

(м,а),(и,,а,),(к2,а2) е Л 0, наряду с неравенствами (3.23)-

(3.34), установленными при доказательстве теоремы 3.1, 

справедливы и следующие неравенства:

Зир|^(/,х)| < 5ир|<̂ т(х)| + зир|^*(х)| + гпах|/'(0| + <7, <7) =(3.46)
х*0  Х2.0

зир|г^(/,х)| < 5ир|^"(х)| + зир|^"(х)| + тах|/’ (/)| + 9|(Г )  ,(3.47)
п т хго  х>о ° ^ '&г

8 ир|"1 ( * > * ) -  « 2  ,хх ( { > Х ) \  ^  <?2 С7’ )  • 1 5 и р|“ | ( Л  ■*) -  и 2 ( * .  * )|  +
Пг ’ ’ [ ат

+ §ир|у, , (Г, х) -  м2 Д/, х)| + зир|и1д. ((, х )-и 2х (I, х)| +
О.; С1Т

+ зирЦ,, (I, х ) -  и2 „ (I, х)| + зирЦ д. (I, х ) -  и21х (?, х)\ +

+ зир|м, хс (I, х ) -  и2хх (Г, х)| + зир|м, (/, х) -  и21хх (Г, х)| +
От Пт

+ зир|м1>дхс (I, х ) -  и2ххх ( I , х)| + тах|<я, (Г) -  а2 (0| [■, (3.48)

5ир К «*  (1’х ) - и 2,ххх(С’ х )\^Я2 ( т)-\  8иР|«. (1 ,х ) -и 2(Г,х) | +
&т I г̂

+ зир|г/1, (1,х) — и2, (1, х)| + зир\ии  ((, х ) -  и2х (I, х)| +
Пт Ог
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+  зирЦ  „ (I, х)  -  и2 „ ((, х)| +  зирЦ (^, х )  -  и2 (I, х)| +
Пг ’ О,-

+ 8ир к , «  ( * > * ) -  « 2, «  (*> *)| +  5ир|м1>ах (/, х ) -  м2̂  (Г, х)| +
«г

+ зирЬ,ххх(1,х)-и2 ххх(1, х)| +  тах|а, (Г) -  а , (/)| I , (3.49)
а, о<̂ г |

где функции <7 , ( 0  и ^г (^) непрерывны по Г (Т  > 0 ), причём 

<7|(0) = <?2(0) = 0 .Тогда из неравенств (3.23)-(3.28) и (3.46)- 

(3.47), в силу определения числа К0 (см.(3.45)) следует, что 

при достаточно малых значениях Т .У(.М0) с .: Л 0, а из нера­

венств (3.29)-(3.34) и (3.48), (3.49) следует, что для любых 

(Щ,ах),(и2,а2) е Л 0:

{|./(^1,а1)- ,/ (м 2,а2)|/?7 = ||(«],а] ) - ( и 2,а2)||-̂  <

^ Я ( Л ' |(м,,а,) ~ (и 2,а2)||~ , (3.50)

где с[(Т) непрерывно зависит от Т (Т  > 0), причём д(0) = 0.

Таким образом, при достаточно малых значениях Т  

оператор ./ является в -Л0 оператором сжатия. Следователь­

но, при достаточно малых значениях Т оператор ./ имеет в 

Л 0 единственную неподвижную точку (и,а): &(и,а) = (и,а) е 

е Л 0 с  Ет . По определению пространства Ет функция а(1) 

непрерывна на [0 ,Г ], а функции и((,х), иг(1,х), их(1,х),
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иа(1,х) , ихх( ( ,х ) ,  и1кх(1,х) и ит ( ( .х )  непрерывны и ограни­

чены в 0.т. Далее, совершенно так, как в конце процесса до­

казательства теоремы 3.1, легко показать, что найденная пара 

(и (1 ,х ) ,а ( ( ) )е Ет является классическим решением задачи

(3.1)-(3.4). Кроме того, из равенства, полученного из (3.14) 

дифференцированием по х один раз, легко видеть, что про­

изводная иш(1,х) также непрерывна в О., . Таким образом,

теорема доказана полностью.

Замечание 3.3. Отметим, что классическое решение 

(и(1,х),а(1))  задачи (3.1)-(3.4), установленное предыдущей 

теоремой, обладает теми дополнительными (по сравнению с 

определением классического решения) свойствами, что 

функции и (( ,х ) ,  и , ( ( ,х ) ,  ик( ( ,х ) ,  иа(1,х), ихх(1,х), и1хх(( ,х )  и

их*х({’ х ) ограничены в области О., ; кроме того, как видно из 

(3.14), ограничена в С1Г также производная ип(1,х) если, на­

пример, в неравенстве (3.41) для 5 = 0 ЪК(1) = ЬЯ, а и11х(1,х) 

ограничена в О, если, например, в неравенствах (3.41) для 

5 = 1 Ър (I ) = Ък, где Ья > 0 - постоянная.



§3.2. Единственность (в целом) классического 

решения задачи (3.1)-(3.4).

В этом параграфе с помощью специального подхода до­

казывается следующая теорема о единственности классиче­

ского решения задачи (3.1)-(3.4).

Теорема 3.3. Пусть

1. Функция Р'(1,х,и,у,м/,а) непрерывна в области [0,7]х[0,оо)х

х(-со,оо)4 по совокупности своих переменных вместе с 

производными Рх,Ри,Гг и Рк.

2. Для каждого г > 0 и Я > 0  в области [0,7]х[0,г]х[-/?,7?]4 

каждая из функций Р(1,х,и,у,м>,а), Рх((,х,и,у,м>,а) , Ри(1,х,

и,у,м>,а), ^ (г ^ м ^ м ^ а )  и Р„((,х,и,у,и>,а) удовлетворяет 

условию Липшица по совокупности переменных и,у,м> и 

а с коэффициентом Липшица N г к .

3. Для любых 1 е [0 ,Т ] ,  и е [&0,с0] ,Vе[^>,,с,] ,  \у&[Ъ2,с2\ и  

аг а2 е (-оо,оо):

| Р\1,О, и, V, щ  а,) + Р(Г,0, и, у,-и>, а,) -

-[Р'(1,0,и,у,м>,а2) + Р(1,0,и^,-м>,а2) ]  | < N -\ах - а 2\, (3.51) 

где Ь0 = ш ах^ (0 , Ьх ппп# '(0 , Ь2 = т т / ( 0 ,
0&й1 0<КТ 0я<,1

с0 = т т # (/ ) ,  с ,тах# '(0 >  сг = т а х  /(/) и
0 » 5 Г  О й/57 ’ 0 & 5 Г
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•ЛГ = ЛГ0 <1. (3.52)

Тогда задача (3.1)-(3.4) не может иметь более одного 

классического решения.

Доказательство. Предположим, что задача (3.1)-(3.4) 

имеет два различных классических решения ( ) )  и 

(и2(( ,х ) ,а 2(1) ) .  Примем обозначения:

и(1,х) = и1(1 ,х ) -и 2(1,х), а ( ( )  = а,( 0 - а 2(/ ). (3.53)

Тогда очевидно, что

и„ ( I,  х )  -  и„ (Г, х) =  а(1) ■ ии (/, х) + {а 2(/) ■ и, (Г, х) +  Г(1, х,

Далее, функции щ (1,х) и и2(( ,х )  (а, следовательно, 

функцию и(1,х)) продолжим из области [0,Г]х[0,оо) в об­

ласть [О, Т ] х (-оо,0) формулой

щ (1,х) = и, (*,-х ), м2 (Г, х) = м2 (/,—х),

м, (/, х), и,, (/,х), (I, х), а, (г)) -  (Р(1, х, и2 (/, х),

и2, (1 , х ) , и 2х( { , х ) , а 2(1) ) }  (0 < Г < Т ,х > 0 ) ,  (3.54)

«(0 ,х ) = 0 (х > 0 ) ,  м,(0,х) = 0 (х > 0 ) ,  

их(1, 0) = О (О < ( < Т ) ,  

и(1,0) = 0 (0 < I < Т ) .

(3.55)

(3.57)

(3.56)

м(/, х) = и{1,-х) (0 < I < Т, х < 0 ), (3.58)
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а функцию Р(1,х,и,у,ща) продолжим из области [0,7]х[0,оо)х 

х (—оо,со)4 в область [0,7]х[-«)0)х (-оо,со)4 формулой:

Р(1,х,и,у,м>,а) -  Р (1,-х,и,у,-\у,а). (3.59)

В силу (3.56) очевидно, что функция и ((,х ) дважды не­

прерывно дифференцируема в области [0 ,Г ]х  (-оо,оо). Тогда, 

пользуясь соотношениями (3.58) и (3.59), из (3.54)-(3.57) по­

лучаем:

и„ (/, х) -  ихх(/, х) = а ( ( )  ■ ии (/, х) + {а2 (/) • и, (/, х) + Р(1, х, 

м, {I, х), ии (/, х), иХх (I, х), ах (/)) ~(Р (1 , х, и2 (Г, х), 

и2; ( ( ,х ) ,и 2х(( ,х ) ,а2(/))} (0 < I < Т,-оо < х < оо), (3.60) 

и(0,х) = 0 (—оо< д:< со), и,(0,х) = 0 (-оо < х <оо ), (3.61) 

их(1,0) = 0 (О < ( < Т ) ,  (3.62)

и((, 0) = 0 (0 < Г < Г ) ,  (3.63)

причём в равенстве (3.60) при х = 0 под иХх{1,0) и и2х((,0) 

понимаем следующее:

«>д& °) = М '> +0) = Д О , « 2̂ (/,0) = и2,( ',+ 0 ) = / (/ ). (3.64) 

По формуле Даламбера из (3.60) и (3.61) имеем:

. I дг+(/-г) - 1 х+(1-т)

= \а(т) ии (т,%)<1%Лт + -  | |а2(г)-м2 г(г ,^ )^</ г +
О 0 дг—(/—г)

 ̂  ̂х+(г-г)

+ г  I /{^’(л#,И1(г,^),«,.г(г,# ),и 1̂ (т ,^ ),в ,(г )) -

/ *
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-  Р {т , и2 (г, #), и2т (г, 4), и2Л (г, ̂ ), а2 (г ))}й^Уг

(О <1 < Т  ,—оо < х < оо). (3.65)

Далее, подставив выражение (3.65) в условие (3.63), 

дифференцируя полученное равенство два раза по I 

(/ е [0 ,Г ] ) ,  пользуясь соотношениями = и2((,0) = #(/),

и, ,(1,0) = и21({,0) = # '(0 . И|,х(/,0) = «2.х(^,0) = Д О » “ ,(/,0) = 0 и

разрешая в результате полученное равенство относительно 

а ( 0 , причём имея в виду, что для любого ( §'(Г) Ф 0, полу­

чаем:

1 Г'га( 1 ) = -------|а (г )  • иХт((т4 -  г)с/г + |а 2(г ) ■ игДг,/ - г)<з?г +
8  (О 'уО о

+  ^  • { ^ ( г , о ,  # ( 0 ,  8X0, / ( 0 , ( 0 )  -  А  # ( 0 -  8X0,

/ ( / ) ,  а 2 ( / ) )  +  / Ч Л О , я ( / ) ,  8X0 ~ К О ,  «I ( 0 )  -  А  * ( 0 ,
 ̂ I

ё Х О - / (0 , а2 ( 0 ) }  +  -  / К  ( г ,  I -  Г, к , ( г ,  ( -  г ) ,  их г ( г ,  Г -  г ) ,
^  о

ии (г,/ -  г),а,(г)) -  /^(г,/ -  т,и2(т,1 -  т),и2 т(т,1- г), 

и2# (г ,/ -  г), а2 (г ))  + /? (г,г -  г, и, ( г ,/ -  г), м, г (г, Г -  г), 

ихл(т,1- г ) ,  ах (г ) )  • ми  (т ,1 — т) — Ри{т ,1 — т, м2 (г, I - т), 

и2,т(г,1 -  г ) ,и и (т,1-  г ) , а 2( г ) )  • ( г ,  1 — т) + Ру(т,1 — т,

их(т ,1 -  т),иХ т( г , I  -  г ) , м ,Д г , / - г ) ,ах ( г ) )  • иы (т ,1 -т)~
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-  Ру ( г ,I -  т,и2(т,I -  г ),и2 т (г , ( -  г ),и2л( г ,I -  т), а2 (г ) )  х 

х иы  (г, ( -  г ) + Р№ (г, ( -  г, м, (г, I -  т), и] т (г, I — т),

щл (т ,I -  т),а, (г ) )  • (т,( — г ) — Р„(т,1 — т, и2(т, 1-т),

и2 х (г,Г -  г ) ,и24(т,Г- г ),а 2(г ))  • и2̂ (т ,1 -  т) + Рх(т,1 - т, 

щ (т,(-т ),иКт(т,( -  г),-и, #(г,Г -  г ),а ,(г )) -  ^ ( г , / -  г, 

и2{т,( -т ),и2 т {т,1-т),-и24(т,1-т\а2(г ) )  + ( г ,I -  т,

их (г, I -  г ),  и1т (г, / -  г),-и,^ (г ,I -  г), а, (г ) )  • (г ,/ -  г ) -

- Р и(т,1-т,и2( т , ( - г),м2 г(г,/ -  т),-и24(г , (  -  г ),а2(г ))  х 

х м2̂  ( г , I -  т) + Рг (т, I -  г, и, (г, I -  г), и, г (г, I -  г),

- (г, * - г), а, (г )) • (г, / - г) - ^  (г, / - г, и2 (г, Г -  г),

и2.г 1 - ~)-и14О , (- т ) ,а 2(т))-и2̂ ( т , (- т )- Р н,(т,1- г,

щ (т,1-т),и] т(т,1- т),-и14(т,( -  г),а, (г ) )  • Щ44{т,1- г ) +

+ •> I — т ,и2 (т,1 — г), ̂ 2 г (г, / — т),-и24(т,1 — г), $2 (г ) )  х

х и2 ^(т,( -  г ) }  </г) (0 < Г < Г ) . (3.66)

Из (3.65) легко получить, что для любых / е [0 ,Л  и 

X 6  ( - 09,00) :

« , ( ' » * )  = т  /«(*■) • К г  (т ’ *  + 1 -  т) +  Щ,т (? , х - ( 1 -  т))}<Лт +
^ О

1 'г г
+ ]  а 2 ( г ) ■ К  О, х + { -  г ) + их (т, х - ( 1 -  т))}с1т +

л о
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+ |{,Р(г,х + ( -  т,и{(т,х + 1 -  т),и1г(т,х + 1  -  т),
^ о

ич (т,х + 1 -  гХаДг)) -  Р(т,х + 1 -  т,и2(т,х + г -  г),

м2 г(т,х + /■ -  г),м2 ^(г,х + 1 -  т),а2(т)) + Р(т,х -  (г -  г),

м,(т,х -  (/ -  Т-)),М1 Т(т,х -  ( { -  т )),и^ (т ,х- ( ( -  г )),

а, (г ) )  -  Р(т,х -  (/ -  г) ,и2( г ,х  -  (/ -  г)), и2 т (т,х -  (/ -  г)),

и2 4(т ,х -(1  -  г )),а2(г))}й?г , (3.67)

| /
их( ( ,х )  = -  |а(г) • {м,_г (г, х + Г -  г ) -  м, г (т,х -  (I -  т))}с1т +

^ О

1 V
+ — |а2(г ) • {ит(т,х + 1 - т ) - и т( г ,х  -  (I -  т))}с!т +

^ о

+ — | {^ (г ,х  + { — т,и,(т,х +1 -  т),и1г(т,х + 1 -  т),
2 О

 ̂(г, х + Г -  г), а, (г ) )  -  ^ (г ,  х +  ̂-  г, м2 (г, х + 1 -  г), 

и2 г (г, х + { -  г), (г, х + (  -  т),а2 (т )) -  Р (т ,х - (1  -  г),

м, (г, X -  (Г -  г)),м]>г (г, х -  (Г -  г ) ) , «, # (г. х -  (Г -  г)), 

а ,(г )) + Р(т,х  -  (/ -  т),и2(т ,х -  (I ~т)),и2 г (т,х -  (г -  г )), 

и2 4(т ,х -  (I -  т)),а2(т))\Лт, (3.68)

| I
и,х(1,х) = -  |а(т) • {и, „ (г ,х  + Г -  г )  + и1п(г ,х  -  (/ -  т))}(1т +

^ о
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и2 г (г ,х  + 1 -  г), (г ,х  + / - г ) ,а 2 (г ) )  • м2̂  (г, х + / -  г ) +

+ Р'у(т,х + 1-т,и1(т,х + 1-т),и1т(т,х + 1 -т ), 

и]4(т,х + 1-т),а{(т))-и1т4(т,х + 1-т )-Р „(т ,х  + 1 -т, 

и2(т,х + ( ~  г),м2 г (т,х + 1 -  г ) ,и24 (т,х + ( -  г ) ,а2 (г ) )  х 

х и 2 ^  (г, х + 1 -  г ) +  ^ ( г ,  л: +  * -  г, м, (г, х +  / -  т), 

и, г (г, X + 1 -  г), м,^(г, х + Г -  г), а, (г ) )  • щм (г, х + 1 -  г ) -  

— Р„(т ,х  +1-т,и2(т,х + 1 — г ),и2 т(т,х + 1- г), 

м2̂ (г,х + 1 - г),а2(т))-и244(т,х + ( - т ) - Р х(т ,х - ((-  г), 

и,(т,х -  (Г -  г)),м, г(г ,х  -  (Г -  г)),и, #(г ,х  - ( / -  г)),

«| (г )) + Р х( * > х -  О -  Т ) ,и2(т ,х~  ( [  -  т)),и2 г (т, 

х  -  ( I  -  г )),и 2̂ (г ,х -  (/ -  г ) ) ,а2(т)) — Р и(т,х — ( I  — т),

Щ ( т’х - ( * -  г)),и1>г(т ,х  -  (/ -  Г)),ы, Д г,х  -  (7 -  г)),

«1 (г)) ■ ии (т,х - { I-  г)) + Ри(т,х-(1 — т),и2(т,х - (/ -  г)), 

и2т (г, х-(1 — т)),и2Л{т, х-(1- т)),а2 (г)) • ы2̂  (г ,х - (Г -г ))-  

г  ̂ „(г, х -  (! -  г) , щ (г, х -  (Г -  г)), и] т (г, х — (1 — г)),

( г ’ х "  (* ~ г ) ) ’ а1 ( г )) ‘ “ ме ( г ’ *  ~ ~ г )) + ^  О » 

х - (/  -  г ) ,и2( г , х - (I -  г ) ) ,и2 г ( г , х - ( 7 - г ) ) , и2л(г ,

х -  (/ -  г)), а2 (г ) )  • м2 г̂  (г, х -  (/ -  г )) -  Р„ (г, х -  (I  -  г),

щ (т,х -  (/ -  г )), и, г (г, х -  (/ -  г)),г/,^ (г, х  — ( ( — г )),
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а\ ( г ) )  ' м 1, « ( г ’  X  — (I — г ) )  +  Рк(т, X  — (I — г ) ,  

и2 ( г ,  х  -  (Г -  г ) ) ,  и2т( г , х  — ( I  — г ) ) ,  и2 # (г ,  х - ( * _

2̂ ( Г)) " — ~ ̂ ) ) } (̂ ’̂ • (3.70)

Из (3.65) видно, что и(0,х) = 0 для любого хе [0 ,оо ). а  

из (3.66), пользуясь условием 3 данной теоремы и обозначе­

нием ах(1) -  а2( ( )  = а ( ( ) , получаем:

|а(0)|<#0-|а(0)|, 

где < 1. Следовательно, а(0) = 0. Таким образом, имеем: 

а(0) = 0, и(0,х) = 0 \/хе[0,оо). (3.71)

Теперь фиксируем любое Х 0, удовлетворяющее усло­

вию Т < Х 0 < +оо , и примем обозначения:

0 Ха^ { ( т , х ) : т е [ 0 , 1 ] , 0 < х < Х 0-т } ,  1е[0,Т]-, (3.72)

Г* = шах{/: ( е [О,Г], а(т) = 0\/т е [О,/],

и(т,х) = 0 \/(г,х) е 0 Хо1\. (3.73)

Очевидно, что 0 < Г* < Т  . Предположим, что

Т ' < Т .  (3.74)

Рассмотрим любое е > 0, удовлетворяющее условию 

Т ' + е  < Т  . Очевидно, что существует такое (0 < К0 < + °о ),

что для любых I е [О, Г ] и для любых (1,х) е  Ох^т каждая из

функций а{1), а, (/), и, (I, х), и,, (I, х), и, х (/, х), и, а ( ( ,х ),и1ХХ (/, х ),
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и1 по абсолютной величине ограничена этим чис­

лом К0, где г = 1,2.

Тогда, пользуясь условиями 2,3 данной теоремы, опре­

делением числа Т" и обозначениями (3.53), из соотношений 

(3.65)-(3.70) легко получить, что для любого < е  < Т -  Г ’ ):

шах]и{1, х)| < — • К0 • шах |а(/)| • е 1 + — • К0 х 
с.. V  2 оЯ<Т’+е' 1 9

х шах \и((, х)| + шах |и, (I, х)\ +

\

(3-75)

шах \и (Г,лг)| < К0 • шах |а(/)| • е + л/2 ■ х
.• О<1<т'+е 10</<7' +е

х шах|и,(I,х)|• е + л/2 • N х я е х
О * о > о

(
х шах |и((, х)| + шах \и, (I , х)| +
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+ шах \их((,х)\ + шах |а(г)|
О,- г< 05/57'' + г 1Ло.Г  +* У

та х  Iи  (/, х)\ < К0 • шах \а{1)\ ■ е +  л/2 • Л, х
; О й/<.т'*е

х шах |ы, (/, х)| • е  + л/2 • ^  ■ е  х

ЛоТ

Л'о ,Т +в

тах|и(/,х)| + шах \и,{1,х)\ +
С

\  Л'о .т +с

+ шах \их(1,х)\+ шах \а{1)\
О,. . О <1<Г'+ел о.7 +»• у

шах (г,х)|< шах |а(/)| + л/2 • К0 ■ е х
05157' +е

х шах |ии (/,х)| + л/2 • е<
Л’О т ■

г
шах Iи{1,х)

О *V л<> 7

[и,( ,̂х)| + шах |иг(/,х)| +
Л'о Д о Т +н

шах
а

+ шах
0</<7'*+е

+

а + з ^ ) - ^ . л  +

шах |ил(7,х)| + шах |ми(Лх)| +

(3.76)

(3.77)

+
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+ шах !«„ (/ ,х)| ■ К0 ><у[2тах{2К(),К0 +

+ (1 + З^о) • Л^о>Ло }• & • ^шах |м(Г,х)| +
V л'о Т' * ‘

+ шах \и1 ( I ,х)| + шах \их({,х)\ +
О * с *

Л'О ,Т +е Л'о .7' +**

+ шах |иц(/,х)| + шах [«_„(/, х)| +
А о Г  +*' А о .71 +аг

+ шах |а(0| ],
05/5Г +е )

шах |ии (Г, х)| < /2 • шах2Я0, ^  + (1 + 3 ^ ) ■ Ых ^  (х
О * ' '

х г шах |м(Г,х)| + шах |н,(/,х)|-
/ * О »

Л о ,г  +(? Л'о-Г +5

+ шах |ых ((, х)| + шах \ии ( I , х)| +
Л',,.7

+ тах
(т * 

Л'о-Г

|«„(Г,х)|+ тах  |а(/)| ],
О < ,!< Т '+ е  )

тах  |а(/)| < ■ т а х  |а(?)| + —— г------г ̂ 2 • е х
0</57+е т Щ ? '(/ )0</̂Г+е

тах  
с •V ч.т +«

|и(Г,х)|

0 < 1 < Г

+ тах
с, .ло,г +*

+ т а х  \и(1,х)\
о.. . 1 1Ло,г +е

+ т а х
0<,ИТ'+е'

К М

|а(0|

+
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х (1 +  3 ^ )  • МХо_Ко + ™ах к(/,*)| +С ,
V  л'о .Г

+ шах к х(^,х)|+ т а х  ^ „ (^ х )!
С . * с *л о,Г +я Ло>/' ~ге

Л ,  •

Из последнего неравенства, пользуясь тем, что Аг0 < 1, 

получаем:

т а х  |а(г)| < — — . г  • 72 • [я о + т а х  {Л0, 
оа<г+Е м ~  1 т т  е (О

0  0 5 /5 7 "
‘к'со|

/
(1 + ЗЛ0) • Л̂ Л.п йо }• гг • т а х  \и(1,х)\ +

+ та х  и, (/, х) + тах  \их ( I , х ) +
С/ * (/ *

Л'О .Г  +*■• Л'о Г  чс

+ та х  |ыК(Лх)| + тах  \ихх{1,х)\ +
(К. * оЛ’о .у- •

+ т а х
0<1<Т* +е'

X |а(/)| . (3.80)

Таким образом, из неравенств (3.75)-(3.80) получаем, 

что для любого е (0 < е  < Т  -  Г * ):

тах|м(/,х)| + т а х  |м,(Г,х)|+ т а х  |иЛ(г,х)| +
с . ' ' о . 1 ‘ с .

Л'о ,7" +Ь- Л0 .Г  +е Л о .г  ■

+ т а х  |м,г(г,х)| + т а х  |мц (1,х)|+ т а х  1а(0| <
С . 1 У| С . 1 05/57* +е 1Ло,7" +* ЛГо,Г +«

<С0 та х  \и(1,х)\ + тах|м,(/,х)|+ тах|ыл(/,х)| +
\°хо.г"«: алъ,г\<
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+ шах\иа{1,х)| + шах\и (/,х)| + шах \а{1)\ I , (3.81)
о,. а . ОШГ'+е' )

Л'о-Т -е  До ,Т +е

где С0 > 0 - некоторая постоянная, не зависящая от е .

Пусть е (О< е  < Т - Т ‘ ) такое, что С0-е’ <1. Тогда из 

(3.81) следует, что

тах|м(*,х)|+ тах  |и,(/,х)| + та х  |мх(*,х)| +
С • о * <7 *До '/ *« До т Л<>7 +*

+ тах  \и1х((,х)\ + т а х  \иа (1,х)\+ тах  \а(()\ = 0.
(\. о О2Г</*+еДо./ +* Л 0-7 +'••

Следовательно,

а (0  = 0 \/1 е [О, Г* + е ] , м(^,х) = 0 ) е .

А  это соотношение, в силу положительности числа е\

противоречит определению, т.е. максимальности числа Т ".

Полученное противоречие показывает, что Т' < Т  не может

быть, т.е. Т '  -  Т . А  это означает следующее:

а(1) = 0 \/1 е [0, Т ], и(1, х) = 0 \/(1, х) е Ох> т .

Гак как последнее из равенств (3.82) справедливо для любого

Х 0 > Т  , то имеем:

и ((,х ) = 0 \/(1,х)е =[0,Г]х[0,оо) .
А"» аг

Таким образом, получаем, что

а] ( ( )  = а2( ( )  \/Ге[0,Г] , и] ( ( ,х )  = и1( ( ,х )  'х/(1,х)еО,т .
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А  это противоречит предположению о различности классиче 

ских решений (и,(/,х ),а , (0 ) и (и2(( ,х ) ,а 2(/)) задачи (3.1)- 

(3.4). Теорема доказана.

Замечание 3.4. Отметим, что для выполнения условия 3 

теоремы 3.3 достаточно, чтобы выполнялись следующие два 

условия:

для любых / е [0 ,Г ], к е [6 0,с0],  у е [Ь ,,с ,], и>е[Ь2,с 2],  

а ,,а2 е (~оо,оо)

\р(1,0,и^,ч/,ах)-Р(1,0,и^,м>,а2)\< Л/, -(а,- а 21, 

а для любых / е [0 ,Г ], м е [6 0,с0], у е [6 ,,с ,],

м >е[-с2,&2],  а ,,а2 е (-оо,оо)

|.Р(ГДм,у,1^а,)-/ЧлО,м,у,\*,а2)|<.№2 -1а, - а 2|,

где

2 т т | 8 (0|

Кроме того, для выполнения условия 4 теоремы 3.3 

также достаточно, чтобы для любых I е [О, Г ] и а е. (-ос, оо) 

было

Р(1,0,8 (1 ),8У ),  Д О , « )  +  * ( 0 , Я ' ( 0  " / ( О , а )  =  Л ( 0  ( 3 :8 3 )
В свою очередь, для выполнения условия (3.83) достаточно, 

чтобы для любых I е [0 ,Г],м  е [60,с0],  у е  [6,,с , ] , м> е [62,с2] и

109



и [ - с 2,-62] и а е (-со,со) функция /г(Г,0,и,у,м>,а) не зависела 

от а , например, Р{1,0, и, у,м>,а) =  0.

§3.3. Априорные оценки для классических 

решений задачи (3.1)-(3.4).

В. этом параграфе рассматривается специальный случай 

уравнения (3.1), когда оно имеет вид

ии ~ ихх=  / (*>“ )  + Ф (1,х,и,и1,их,а) (0 < ^ < 7 ',0 < х< + со ), (3.84) 

и для классических решений задачи (3.84), (3.2)-(3.4) уста­

навливаются различные априорные оценки.

В дальнейшем, для удобства, будем пользоваться сле­

дующим обозначением:

к(!,х,и,и,,иж,а )=  / (х ,и )  + Ф(1,х,и,ип ихм ) . (3.85)

Теорема 3.4. Пусть

со со

1- \(<Р'0 ) ) 2<& <+оо, |^’2(лс)сйс<+оо. 
о о

2. П т <?/(*) = 0, Нт^/(л:) = 0 .
X—»со Х—>СО

3. Функция / (х,и ) непрерывна по совокупности своих пере­

менных в области [0,оо) х (-ос, со) и в этой же области

и

| / = /0(х ,и ) < а0( х ) - С 0 ■ и2 - § 0(и ) , (3.86)
о
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где 0 < а 0 ( х )  е 1 (0 ,°о ), С0 > О - постоянная, а функция

%{)(и )>0  непрерывна в (-с о ,о о ); кроме того,
00

\/0(х,(р(х))с1х

<  + о о .

4. Функция Ф (1,х,и.у,м>,а) непрерывна по совокупности сво­

их переменных в области [ 0 , Г ] х  [О ,со )х  (-о о ,о о )4 и в этой 

же области

Ф ( 1 ,х,и,у,м>,а)-у<С(1 ) - { § 0(и ) + и2 + у 2 +  м>2} + Ъ(1,х) , (3.87) 

где 0 < С(1) е Ь (0 ,Т ) , 0 < Ъ{1,х) е Ь(С1Г) ,  0.т = [О, Г ] х [0 , с о ) .

5. Для каждого К > 0 в области [О, Т ] х [0,оо) х [-/?, 7?]4

\к{1,х,и,л>,м/,а)\ < Ъп(1,х) , (3.88)

где функция к{1,х,и^,м>,а) определена соотношением

(3.85) и для каждого I е [О,Г]

(
Н т \ък(т,х + 1 -т)с1т = 0 , (3.89)

д —>+оо *0

1
П т \Ьк(т ,х-(1  -т))с1т = 0. (3.90)
X—>+00 V

о

Тогда для первой компоненты и{1,х), ограниченной в

0.г вместе с производными и,(?,х) и их(1,х), любого класси­

ческого решения (и(1,х),а(1) )  задачи (3.84), (3.2)-(3.4) спра­

ведливы следующие априорные оценки:
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|{^0(и(Г,х)) + и2 (1,х) + и2 (1,х) + и2х (1,х)}с1х < К0
о

У / е [0 ,Г ],  (3.91)

зир|ы(г,х) < К0. (3.92)

Доказательство. Умножив обе части уравнения (3.84) 

на 2и1({ ,х ) ,  интегрируя полученное равенство по х от 0 до

N  (М  - любое фиксированное натуральное число), причём 

произведя интегрирование по частям один раз во втором сла­

гаемом в левой части и, пользуясь условиями (3.3), (3.4) и со-

Интегрируя последнее равенство по ( от 0 до ( ,  пользу­

ясь начальными условиями (З.2.), неравенствами (3.86),(3.87) 

и перебросив некоторые слагаемые из правой части в левую, 

легко получить, что для любого I е [О, Т ] :

отношением

ко получить, что для любого I е [О, Г ] :

с1 с1
—  \и2({,х)(Ъс н----\и2((,х)с!х = 2иг(1,№)-их(1 ,К )~
и1 о о

N

+ 2 [ф(/, х, и(1, х), и! (I, х), их (?, х), а(1)) ■ и, ( I , х)с1х. (3.93)
о
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N

<

1У IV N
$и?((,х)Лх+ \и2х(г,х)Жс + 2С0- $и2(1,х)(Ъс + 2 $80(и(г,х))Жс

О 0 0

|у/2(х)сЬс + {(У О О )2<Ьс-2 \/{т)%’{т)ат -
0 0 о

N  N  I N

-  2 1/0 (х, <р(х))ск + 2 |а0 (х)с1х + 2 [ |&(г, х)скс!т +
0 0 0 0

1 I Г N
+ 2 |к, (г, д/') • их(г, Аг)с1т + 2 ]*С(г И |и2( г ,х)сЬс +

<

/ V  /V  / V  |

|м2(г,х)<& + |гг(г,х>&: + |#0(ы (г,х)>&^/г.(3.94)

Из (3.94), приняв обозначение

------- -------- =  С , ,
ш т{1 ,С 0}

получаем, что для любого ( е [0,7’] :

N  /V /V /V

|и2(/,х)<& + |м2(/,х)<&: + |м2(Г,х)о!хч- |^0(ы(Г,х))йк <
0 0 0 0

Г оО ОО Г

< С, •<! |(//2(х )Л +  | (^ '(х ))2Л  + 2 | / (0 # '(0 И  +
[о  о о

оо 7 оо А /

+  2  ] а 0 ( х )й Ь с  +  2 1  ^ Ъ { 1 , х ) ( к ( 1 {  -  2 1 / 0 ( х ,  < р ( х ) ) ( к  +
О 0 0 о

+ 2 ^и,(т,М)-их(т,Ы)с1т\+ |2С,  -С(г)| |н2(г,х)<&: +

113



N  N  N

+ |и2х(т,х)с1х + |гг(г,х)й^с + |§0{и(т,х))сЬс\с1т .
О О О  )

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, что 

для любых N  и I е [О, Т ] :

N  К  N  N

|и,2 (1,х)сЬс + |и](!,х)с1х+ |м2 (1,х)с1х+ ^%0{и(1,х))сЬс:
О О О

2<:Лс.'(г)</г Г* «
< С ,-е  0 • (х)б& + |(̂ ? (х )) +

.0 о

7' со т ОО

+ 2 1|/(/)#'(/)!<# + 2 |а0 (х)йбс + 2 1 |б(7, х)скс1( -
О о 0 0

N

-  2 1/0 (х, $?(х))<&+ 2 |и, (г, А )  • г/, (г ,  л/)</г \. (3.95)
0 0 }

Примем обозначение:

С1’ = { ( { ,х ) :0  <1 < Т ,  I < х <+со }. (3.96)

Очевидно, что в силу формулы Даламбера, функция 

и{1,х) удовлетворяет в области О* уравнению:

Х--1

. I Х+(1-т)
+ 9 I  |/г(г,^и(т,^),ит(г,^),и{ (г,4 ),а(т))с1&г ,(3.97)

О дг-(<-г)
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где функция И(1 ,х,и,ип их,а) определена соотношением

(3.85). Отсюда, в свою очередь, получаем:

и (I  Х) - Р '(*  + О -У Ч ^ -О  , Уфг + О + У ф г-О  ^

+ -  |{/г(г,х + 1 -т ,и(т,х + 1 -т ),ит(т,х + 1 — г),
2 о

ыДг, х + 1 -  т),а(т)) + к(т ,х - (I -  т),и(т, х -  (г -  г)), 

г/г(г,х-(/‘-г)),м^(г,х-(/-г)),а(г))}б/г ( \/(/,х)<=О*),(3.98)

. /. ..л_ <р ' (х + г) + <р Хх - 0  , И * + 0 - И * - 0  ,их\1’ Х )— ^ ^ +

+ -  |{Л(г,х + 1 -т,и{т,х+1 — т'),ит(г ,х  + 1 ~т),
2 о

и,(т,х + ( — т),а(т)) — к(т,х — (I — т),и(т,х — ( { — г)), 

ыДг,х-(Г-г)),иДг,х-(/-г)),а(г))}</г (\/(/д)ЁП '). (3.99) 

Так как функция и(Г,х) ограничена в области П 7 вместе 

с производными м(/,х)и иД/,х), то существует такое Я > 0 ,  

что в области О., :

\и(Г,х)\<К, \и,(1,х)\<К, | «> ,х )|< К . (3.100)

Тогда, пользуясь условием 2 данной теоремы и соотно­

шениями (3.88)-(3.90) (т.е. условием 5 данной теоремы), из 

(3.98) и (3.99) легко получить, что для любого I е [О ,Г ]:
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Ити,(/,ЛГ) = 0, Ншм (/,ЛГ) = 0. (3.101)N—юо N->00

Тогда, очевидно, что для любого ( е [0, Т ]:

/
Нш ГыДг,Л/')^ (г ,  Ы)с1т -  0. (3.102)

0

Кроме того, как видно из условия 3 данной теоремы, 

существует конечный предел:

Н т |/0(х,(р(х))а!х = |/0(х,<р(х))с&. (3.103)
~>°° о о

Теперь, пользуясь соотношениями (3.102) и (3.103) и 

переходя к пределу при N  - »  с о , из (3.95) получаем, что:

00 со ОО

|м,2 (/, х)с6с + ^и](1,х)с1х + |м2(/,х)йЬг +
0 0 0

00

+ \ё0{и(1,х))с1х<С2 \/1е[0,Т], (3.104)

где

2С',1Г(г)Л ”  ”

С2 = С х е "  ̂ |^~ (х )<& +|(^ '(х )) <& +
I о о

'Г оо 7’ оэ

+ '
0 0 0 0

2 ̂ / (О яХ О Ц  + 2 |а0(х)й6с + 2 1 |й(/, х)с1хс1( ■
о

00
-  2 1/0 (х, <р(х))с1х.

116



Далее, пользуясь априорной оценкой (3.104), легко по­

лучить, что для любых (Г, х) е 0,т :

и \ (,  х ) = и2 (1,0) + ( У  О, %))Л% = 8* (0  +
о

1
2

X

X * I  < (т а х ^ (0 | ]  + 2 С2 ^ С 3. (3.105)

Таким образом, из (3.104) и (3.105) следует справедли­

вость априорных оценок (3.91) и (3.92). Теорема доказана.

Замечание 3.5. Очевидно, что условия (3.89) и (3.90), 

фигурирующие в условии 5 теоремы 4, равносильны соответ­

ственно следующим условиям: 

т
1нп \Ък(т,х + Т-т)с1т = 0, (3.106)
.у—>оо

о

т
Нш Гбд(г ,х - (Г - г ) )й ? г  = 0. (3.107)
X — >СО .1

о

А  для выполнения условий (3.106) и (3.107) достаточно, что­

бы функция Ьк( ( , х ) ,  фигурирующая в (3.88), имела вид

Ък (/, х) = Ь„ ( х ) , причём НшЬк (х ) = 0.
х-»со

Теорема 3.5. Пусть
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1. Выполнены все условия теоремы 3.4.

оо оо

2. | (< р " (х ) )2СЙС <  +  СО, сЬс <  +00 .

о о

3. Ит(р"(х) = 0, Нт^/'Ос) = 0.
X—>00 Х->со

4. Для любых I е [О,Г] и а е  (-оо,оо)

П О  ■ < е(1), 0 < е (() е 1(0, Г ) , (3.108)

где функция к(1,х,и*и,,и.х,а) определена соотношением

(3.85). .

5. Функция к(1,х,и,у,м>,а), определённая соотношением

(3.85), непрерывна по совокупности своих переменных в 

области [0,Г]х[0,оо) х(-со,со)4 вместе с производными кх, 

ки,к„ и к„, причём каждая из них удовлетворяет условию 

5 теоремы 3.4 (т.е. неравенству (3.88)).

6. Для каждого К >  0 в области [О,Г]х[0,со)х[-7?,7?] х(-оо,оо)3:

а) |ЛД/,д:,м,у,и/,а)|<С/ДО-|у|3+|^|3), (3.109)

б) \ки(1,х,и,у,м>,а)\<Си(1)-{у2 +м>2), (3.110)

в) к^(1,х,и,у,ы,а)<с1н(1), (3.111)

, г )\к„(1,х,и,ч,м>,а)\<Л1<(1), (3.112)

где 0 < СК{1) е  Х2(0 ,Г ), 0 < СК(1) е  Ь (0 ,Т ) .

1 7 У _
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Тогда для первой компоненты и(1,х), ограниченной в 

□ г вместе с производными и, & * ) ,и х (*>*)> и* ( ' . * ) , « « ( * , * )  и 

имеющей в И т непрерывные производные иах(( ,х )  и иххх(1,х), 

любого классического решения (и(1,х),а ( ( ))  задачи (3.84), 

(3.2)-(3.4) справедливы априорные оценки (3.91) и (3.92) и 

априорные оценки:

со со

\и1(1,х )сЬс+ ^и1х((,х)сЬс< (3.113)
О о

5ир|и,(г,х)|<Л|, зир|и.Д/, х)| <./?,. (3.114)
С1Т Пт

Доказательство. По предыдущей теореме 3.4 для функ­

ций и(1,х) справедливы априорные оценки (3.91) и (3.92). 

Далее, дифференцируя уравнение (3.84) один раз по х , ум­

ножая обе части полученного равенства на 2и1х (Г ,х ), интег-

рируя последнее равенство по х от 0 до N  ( N  - любое фик­

сированное натуральное число), причём произведя интегри­

рование по частям один раз во втором слагаемом в левой час­

ти и, пользуясь условиями (3.3), (3.4) и соотношением

( 1 »0) = «* (0  -  А(Г,0, я (0 , ёХО, / ( 4  « (0 ) »  (3.115)

затем, интегрируя последнее полученное равенство по I от 0 

до I и пользуясь начальными условиями (3.2), легко полу­

чить, что для любого I е  [0, Г ] :
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1*4(7,х)<&:+ (*,*)<& = |(у/'(*))2й̂  + | (^ "(х ))2Лс +
0 0 0 0

Г / I

+ 2 |г/„ (г, ЛГ)и„ (г, Ц)йт -  2 | / '( г )г * (т )Л  + 2 |/'(г)Л(г,0,
о

г Л/
# 0 ),  &'ОХ /  (г ), а(т))<1т + 2 ||{/гх (г, х, и(т, х), мг (г, х ) ^  (г, х),

о о

й(^)) + йи(7»х,м(т,х),мг(г,х ),м Д т,х ),а (т ))-м х(т ,х ) + Л1,(г,х, 

и(т, х), мг (г, х), их (г, х), а (г )) • иа (г, х ) + \  (г, х, и(г, х), (г, х),

их(г ,х ),а(т)) ■ иа (т,х)}-ии (г ,х)<Ыт  , (3.116)

где функция к(1,х,и,и,,их,а ) определена соотношением

(3.85). Совершенно аналогично неравенству (3.105), для лю ­

бых Г е [0 ,Г ] и хе[0 ,оо) имеем:

к,2(Г,х) < (# '(О )2 + г| | М,2( ^ ) < * Л 2 • | |и2(г,х)й?Л2, (3.117)

и: а , х ) < / 2(0  + 2 | « ; (Г ,# )^  • | «2х( г , ^ р . (3.118)

Далее, пользуясь априорными оценками (3.91),(3.92), 

неравенствами (3.109)-(3.112) и оценками (3.117), (3.118), 

легко получить, что любого г е [0, Г ] :

N

2 ||/гДг, х, и(т, х), ит (г, х), их (г, х), а(т)) ■ ип (г, х)|<& < 
о
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< | и * (г ,х )Л  + \ {К (т>хМ т ,х ),и г (т,х),их(т,х),а(т))}2с1х <
о о

N

< 2 |г4  (т,х)ск + 2С^ (г )  •  ̂ (г, х) • и] (г, х)й& +
о [о

N  1 N

+ |и*(г,х )-и2(т,х)<&|< ^и1(т,х)сЬс + 2С2к (т)х

N  N  N

2 (# '(г ))4 + 4 |?4 (г, х )Л  • |*4  (г, х ) й?х  • ^  (т , х ) А  +
о о _| о

N  N  "1 N

2 / 4( т )  + 4  |м ^ (т ,х )й й с  • |м ^ (г ,х )й ?х  • | г 4 (г ,х )< &  < 
о о ]  о

< 4 ^ ( г ) . ( ( т а х | г '(0| )  + (™ *| / (')|  )  }  +

N
_____ О ,  V ^ Г О ,  V т-»9  /  ч

+ {1 + вЛо2 -С ^ (г )}-  |^ .(г ,х )Л : + 8^2 -С ^ (г ) - }и^ (г,х )Л ,(3 .119 )
о О

N

2 |/г„ (г, х, м(г, х), мг (г, х), мх (г, х), а (г ))  • ил (г, х) • ма (г, х)|Л <
О

А/ ГЛ'

< 1и1(г,х)ск + 2С1(г)-11 [и !(т ,х ) + их(т,х)]-и2(т,х)с1х1<'’

N  Г Л" N

< \и2а(т,х)сЬс + 2 С 1 (т )-2 № ) ) 4 + 4 {<4 (г, х)й6с • \и2а(т,х)<1х +

121



N  1 N

+ 2/ 4(г ) + 4 |^(г,х)й&г- |«^(г,х)й6г>- ^и2х(т,х)сЬс <
о о ] о

< 4 ^С 1 (г)4 (тм |г '(0| ] +(тах|/'(0| 1 1 +

+ {)  + 8Я02 / ;(г ,х к /л ч Хй ; .Г >  ( г ). _ [ » ; ( г , х )Л ,(3.120)
о о

А'

]7*„(г, х, м(г, х), иг (г ,х ),их(т,х),а(т)) ■ ип(г ,х)ск < 
о

N

*  <**,(*)■ \и2Лт,х)ск, (3.121)
о

N

2 \\К(7> X , х ),иг (г ,х ),их(г ,х ),а (г )) • и„ (г ,х ) -и а(т,х )|сЬс < 
о

Л/ /V

- 2й?Л,(Г)- |^(Г,Х )ЛГ +
о о

N
+ < ^ (г )-|г4Дг,х)<&. (3.122)

0

Теперь, пользуясь оценками (3.119)-(3.108), из (3.116) 

получаем, что для любых А  и / е [0,7’]:

N  N  со оо

|м*(/,х)с&: + |м^(Г,х)й!г = |(у/'(х))2<& + +
О О О о

( г т
+ 2 |мя (т, Ю и^т , ЩЛт + 2 ||/ '(7 )# '(г)|^ + 2 |е(г)с/г +

о о

122

\



+ 8/Ц(тах|*'(0| ] + (™ ? М  У • К ( г)Л + '[{2[1 +
о 0Ч

+8/?о •С/̂ (г ) ]  +  3 ^ ( г ) | - 1 ^ип(т,х)4х+ \и]х(т,х)сь\с1т .(3.123)

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем, 

что для любых N  и I € [О, Т ] :

N  N  Г ’ I

|м^(г,х)й& + |и]х{!,х )ск  < С4 +2 |г^„(г, Ю  ■ и^т, Ы)с1т 1х

х ехр-{ 2 

где

/

7 4 8 ^ -  \с\(т)Лт + з К ( г У г  , (3.124)

сгз /

С4 = | (^ '(* ) )2<& + { (< А * ) )2Л  + 2||/'(г)#',(г)|д?г +
0 0 о
г т

+ 2 |е(г)й?г + 8 V  |с^ (г)с/г х
о о

(шах|#'(0| 1 + (тах|/(0
V 0</<7'

(3.125)

Далее, пользуясь условием 3 данной теоремы, ох'рани- 

ченностью в О.., всех функций и((,х ), м,(/,х), их(1,х), а(/), 

и1х(_(,х), игх({ ,х ) и тем, что каждая из функций кх,ки,к„,к„ 

удовлетворяет неравенству (3.88), из (3.98) и (3.99) легко по­

лучить, что для любых I е [О, Г ] :
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П т и1х(1,И) = 0, П т и (?,Ы) -  0 . (3.126)
Л/-*оо Л/—но

Тогда, пользуясь соотношениями (3.126) и переходя к 

пределу при N  - » сю, из (3.124) получаем, что:

со со

I  (I, х )ск  + (/, х)Лх < С5 V/ е [О, Г ] , (3.127)
о о

где
Г  1  V

С5 = С4 • ехр< 2 Г + 8^2^ ( г )с/г + 3 ( ^ ( г ) Л [ .
О ]

Таким образом, справедливость априорных оценок 

(3.113) доказана.

Далее, пользуясь априорными оценками (3.91) и (3.127), 

из неравенств (3.117) и (3.118) получаем справедливость ап­

риорных оценок (3.114). Теорема доказана.

Замечание 3.6. Очевидно, что условие 4 теоремы 3.5, 

т.е. условие (3.108), выполняется, например, если /'(^) = 0 

или же к{1,0, § (( ) ,  /<0. й(0 ) = 0 Уа е (-со, оо).

Теорема 3.6. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.5.

2. Для каждого К > 0 в области [0, Г] х [0, оо) х [-7?, Я]3 х(-оо,оо):

\1\(1,х,и^,м>,а)\<еК(1)е Ь (0 ,Т ) . (3.128)

Тогда для любых классических решений (и(1,х),а(1)) за­

дачи (3.84), (3.2)-(3.4), обладающих теми свойствами, что
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(и (Г ,х ),а (0 )еЯ г (где пространство Ет определено в самом 

начале доказательства теоремы 3.1), производные и, (г ,х ) 

непрерывны в П г и функция и ((,х )  удовлетворяет 

всюду в области С1Т уравнению (3.6), в котором Р(1,х,и,ип

ки (3.91), (3.92), (3.113), (3.114) и априорные оценки:

Доказательство. Справедливость априорных оценок

(3.91), (3.92), (3.113) и (3.114) следует из предыдущей теоре­

мы 3.5. Остаётся только доказать справедливость априорных 

оценок (3.129). Тогда, пользуясь априорными оценками (3.92) 

и (3.114), обозначением К' =т ах{К0,К] } , для К = К нера­

венствами (3.109)-(3.112) и (3.128) и обозначением 

в х, = { ( т ,х ) \ 0 < т < 1, 0 < х < Х - т }  (I е[О,Г], Х > Т ) ,  (3.130)

из (3.12) и (3.13) легко получить, что для любого I е [0, Т ] : 

тах\и!х I < $ир|^"(х)| + зирк/(*)| + тах|/'(/)| +
С\- . V * 0</<7 ; '

их,а) -И{1,х,и,и1,их, а ) - а - и 1, справедливы априорные оцен-

зир|иа (I, х)| < К2, зир|м„ (Г, х)| < К2. (3.129)
пг

о ^
•тахиа| +
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+ т а х | / '(0 |  + 4Л,5 ■ |с „. (гЭ Ц  + Де„. ( г ) + Лп. ( г ) ) *

+тах|м „| |й?г ,
\ х̂,1 ' Ох.1

тах\ит

тах|м„| < зир|^"(х)| + зирк/(*)! + тах|/'(г)| +
°х . ,  ХЬО Х >0 О ^ ^ Г 1

+ • ||С«- ( Г)||д0,.о  + | к - ( 7) + <*«• (7) ) *

(3.131)

т а х  и. „ + т а х  м
Од, 1 1  а 1

(^Г . (3.132)
7

Из (3.131) и (3.132) получаем, что для любого / е [0 ,Г ]:

тахм ,г + т а х
«д., 11  ох..

и хх | ^  2 |зир|^"(х)| + зир|у/(*)| + тах|/'(/)| + 
Ь>о хао о^г1 1

+ 4Д,3 • \\СК. (г)|| }+  2 )(е к. (г ) + ик. (г ))х

/
т а х  и 1 + т а х  м( в (1т. (3.133)

’Х.1 /

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем:

тах|мй| + тах|ия | < 2 ] зир|р"(х)| + зир|*/(*)| -
°А -' ' I х>0 хго

+ т а ? |/'(,)| + « М | с „ . ( ( )|ц т  } х

* ех р {2( | Ы 4 (№  + К ( Г ) [ (0Л] } - С 6. (3.134)
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Из последнего неравенства, в силу произвольности чис­

ла X  (Т  < X  < +оо) ,  получаем:

зир|на (/, х)\ + з и р ^  ((, х)| < С6. (3.135)
Пг О/

Отсюда следует справедливость априорных оценок 

(3.129). Теорема доказана.

Теорема 3.7. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.6.

2. Функция к(1,х,и,и1,их, а ) , определённая соотношением

(3.85), т.е. правая часть уравнения (3.84), обладает тем 

свойством, что для любых ( е [О, Г ] и а е (-со,оо) :

к(1,0 , е(1), § '( ( ) ,  Д О ,  а)  +  К и  О, # ( 0 >  ( О ,  а)  -
- 2 ё '(1)-а = к(1). (3.136)

Тогда для любых классических решений (и(1,х),а(1)) 

задачи (3.84),(3.2)-(3.4), обладающих теми свойствами, что 

(и (1 ,х ),а (1 ))е  Е т (где пространство Ет определено в начале 

доказательства теоремы 3.1), производные и1хх(Г,х ), иххх(1,х) 

непрерывны в П т и функция и(1,х) удовлетворяет всюду в 

области 0.т уравнению (3.6), в котором Р(1,х,и,ип их,а ) = 

= к((,х,и,и1,их, а ) - а - и 1, справедливы априорные оценки

(3.91), (3.96), (3.113), (3.114), (3.129) и априорная оценка:

тах|а(/)| ^ 7?3. (3.137)
о <1<Г 1 1
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Доказательство. Справедливость априорных оценок

(3.91), (3.92), (3.113), (3.114) и (3.129) следует из предыдущей 

теоремы 3.6. Остаётся доказать справедливость априорной 

оценки (3.137).

Подставив выражение (3.6) в условие (3.4), дифферен­

цируя полученное равенство два раза по I ( I  е [О, Г ] )  и поль­

зуясь условиями (3.3), (3.4), легко получить, что функция 

а(1) удовлетворяет на [О,Г] уравнению (3.7), причём из 

(3.136) следует, что для любых / е [О, Т ]  и а е  (-оо,оо):

+ П и 0 , 8 (0 , ё ' ( 0 , - т , а )  = И(/) .(3.138)

Тогда, пользуясь априорными оценками (3.92), (3.114) и 

(3.129), обозначением Я* = тах{Я0,Я1} , для Я = Я* неравен­

ствами (3.109)-(3.112), (3.128) и соотношением (3.138), из 

(3.7), совершенно аналогично неравенствам (3.131) и (3.132), 

легко получить, что:

С х г = { ( т ,х) : 0 < т <1, 0 < х < Х - т )  (ге [0 ,Г ], Х > Т ) ,  (3.130) 

из (3.12) и (3.13) легко получить, что:

шах\а(1)\ < тах
0<1йТ1 1 0й<7'

1 - . ( р " ( 0 + ^ ( 0 - / ' ( 0 - * ' ( 0 ) +

+ —тах
2 ой/<,т

Л(0 1
ё '(0 тш |# '(0 |0 Я<Г' 1
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+ с б • [\\ек. (п\\иол + 1 К - ( 0 | и ) |  = с 7.

Теорема доказана.

Теорема 3.8. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.4.

2. Для каждого Я > 0  в области [О, Г ]  х  [0, со) х [-Я,/?] х (-оо ,со ) 3:

|к(1,х, и, V, м>,а)\ < ЬК{() ■. (|у| + 1̂ |), (3.139)

где функция к(1,х,и,и,,их,а) определена соотношением

(3.85), й „ (Г )е Д 0 ,Г ).

Тогда для первой компоненты и(1,х) любого классиче­

ского решения (и(1,х),а(1)) задачи (3.84),(3.2)-(3.4), удовле­

творяющей в 0 7. уравнению (3.6), в котором Р(1,х,и,ипих,а ) = 

к(1,х,и,и,,их, а ) - а - и 1, справедливы априорные оценки

(3.91),(3.92) и априорные оценки:

51ф|м,(/,х)|</?4, зир|мД/,х)|</?4. (3.140)

Доказательство. Справедливость априорных оценок

(3.91) и (3.92) следует из теоремы 3.4. Остаётся доказать 

справедливость априорных оценок (3.140).

Пользуясь обозначением (3.130) и для Я = Я* неравен­

ством (3.139), из уравнений (3.10) и (3.11) легко получить, 

что для любого Г е [0 ,Г ]:
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шах|м, | < $ир|<??'(х )| + 8ир|^(х)| + ш ах|/(0 | +
-V л л > о  х г о  0 5 ,5 7

+ |б^ (г)- I тах|м,) + тах|м,| Й?Г.
V °.Г,( 0.0 /

та х ]^  | < 5ир|̂ >'(х)| + зир|^(х)| + т а х |/(0 | +
О х , х>0 х>0 0<1<Т

I
+ '2 [ ^ ( г ) -  тах|«(| + тах|мх| шт

• V °х-' а '- ' )

где /?0 > 0 - число, фигурирующее в априорной оценке (3.92). 

Из последних двух неравенств имеем:

шах!и, | + т а х\их | < 2 зир| '̂(х)| + $ир| (̂х)1 + тах|/(0|
СЛ\< ( ’х.1 V Х>0 ггО 0 <,:</'

+ 2 Г В» (г ) • тах|м, I + т а х\их
0 ’ V °Х ' °Хл

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем:

\

с1т.

тахр,| + тах[м,|<С8, (3.141)
с,\ .1 ( ; \.1

где

2\ЬК{)(т)с1т / Л
Сц = 2е " • зиф '(*)| + зир^(х)| + тах|/(г)| .

V *а0 х>0 05,57 /

Из неравенства (3.141), в силу произвольности числа 

X  (Т < X  < +оо) , получаем:

81ф|м, (I, х)| + 5ир|мх (/, х)| < С8 ,
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Отсюда следует справедливость априорных оценок 

(3.140). Теорема доказана.

Теорема 3.9. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.8.

2. Функции кх (I, х, и, V, а), ки (I, х, и, V, IV, а ), к у(/, х, г/, V, м>, а ) и 

к „(1 ,х ,и ,у ,м > ,а ) непрерывны по совокупности своих пере­

менных в области [0, Т ] х [0, со) х (-со, оо)4.

3. Для каждого К > 0 в области [0, Т] х [0, со) х [-7?, К]3 х (-со, со):

\К( Л и,V’ а1\ ^ с К(0 .\К(г’ * , и’ ^ а)\ (3.142)

\ку (/, х, и, V, м>, а)| < Сн (О, \К (и х, и, V, ж, а)\ < Ск ( I ) ,  (3.143)

где Сп(1 )е  ДО, Г ) .

Тогда для первой компоненты и(1,х) любого классиче­

ского решения (и(1,х),а(1)) задачи (3.84), (3.2)-(3.4), удовле­

творяющей в И т уравнению (3.6), в котором Р{1,х,и,и^и^а)- 

= к(1,х,и,и1,их, а ) - а - и 1, справедливы априорные оценки

(3.91),(3.92), (3.140) и априорные оценки:

зир|и„(Г,х)| < К5, 5ир|г^(Г,х)| < К5. (3.144)
аг о7 : ‘ ! •

Доказательство. Справедливость априорных оценок

(3.91),(3.92) и (3.140) следует из теоремы 3.8. Остаётся дока­

зать справедливость априорных оценок (3.144). Пользуясь

обозначением (3.130) и для К = К ' = шах{/?0,Т?4} неравенст-
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вами (3.142), (3.143), совершенно аналогично (3.131)-(3.]зз^ 

из уравнений (3.12) и (3.13) легко получить, что для любого 

Гб [О, Г ]:

тахк/^1 + тах|и 1 < 2\ зир|<р"(х)| + зирк^Тх)! + т а х 1/,(01 +
С л>  О д ., 1 1 х г 0 ' 1 О й й Г 1 ' '

С1 + ЯА) • |с, (г;)|Цл  | + 2 |сй. (г ) • ^тах|ма | + тах|«в |̂  йт. 

Отсюда, применив неравенство Р.Беллмана, получаем:

тах|«й + та хи в ^ С , , (3.145)
« Д ., С \М

где

С9 =  2е “ * • зир|^"(х)| + зир|у/(*)| + тах|/'(/)| +
.хйО т>0

+ 0 + Л<).||С„.(О|ц01П .

Из (3.145), в силу произвольности числа X (Т < Х < + а ) ,  

следует справедливость априорных оценок (3.144). Теорема 

доказана.

Теорема 3.10. Пусть

1. Выполнены все условия теоремы 3.9.

2. Выполнено условие 2 теоремы 3.7.

Тогда для любых классических решений (и(1,х),а(1)) 

задачи (3.84), (3.2)-(3.4), где функция и(1,х) удовлетворяет



уравнению (3.6), в котором Р(1,х,и,и,,их,а )=  к(1,х,и,и,,их, а ) -  

__а-и,, справедливы априорные оценки (3.91),(3.92), (3.140), 

(3.144) и априорная оценка:

тах!#^)! ^ К, . (3.146)
о я$т' '

Доказательство. Справедливость априорных оценок

(3.91),(3.92),(3.140) и (3.144) следует из теоремы 3.9. А  спра­

ведливость априорной оценки (3.146) устанавливается со­

вершенно так, как была установлена та же априорная оценка 

при доказательстве теоремы 3.7. Теорема доказана.
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